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CAPÍTULO 


Simetria de pontos 


Exercícios 


Geometria Descritiva é a ciência que tem por fim representar num plano 
as figuras do espaço de maneira tal que, nesse plano, se possam resolver todos os 
problemas relativos a essas figuras. Ela foi criada no fim do século XVIII pelo ma 


temático francês GASPAR MONGE. 


€ Projeção ortogonal de um ponto y 


A projeção ortogonal de um ponto (A) 
é o pê da perpendicular baixada do ponto 

ao plano. Assim pois, na fig.l, Aé a pro 
jeção do ponto (A) sobre o plano a (alfa). 
Chama-se projetante de um ponto,a perpen 
dicular baixada deste ponto ao plano de: 
projeção. Na fig.1 ao lado, (AJA é a pro 
jetante do ponto (A). 


Obs.: Um ponto individualizado no espaço 

— ponto objetivo — é representado por 

uma letra maiúscula do alfabeto latino den Fig. 1 
tro de um parêntese e sua projeção pela 

mesma letra sem parênteses. 


DETERMINAÇÃO DO PONTO 


Para que um ponto fique bem determinado, podemos empregar dois métodos diferen 
tes : 2 

eee método dos planos cotados; 

eee método das projeções. 


No primeiro método, emprega - se apenas um plano de projeção e a cota 
do ponto. (Cota de um ponto é o comprimento da sua projetante). Nesse método, 
o plano de projeção é o plano horizontal tomado como plano de comparação e 
é chamado Plano Cotado porque nele se inscreve a cota do ponto (positiva 


2 PRINCIPE 


acima e negativa abaixo desse plano). Uma reta por exemplo, será representada pe 
la sua projeção horizontal e pelas cotas de dois dos seus pontos. Assim, a reta 
(A)(B) da fig.2 seria representada pela pro 
jeção horizontal AB e as cotas dos dois 
pontos, significando, no caso, que o ponto 
(A) possui cota igual a duas unidades e o 
ponto (B) igual a três unidades. 


Quanto ao segundo método, para que um 
ponto fique bem determinado, uma sô pro Fig.2 
jeção não é suficiente, porque, confor 

me vemos na fig. 3, o ponto À é a proje 

ção no plano (a), de qualquer ponto da f 
perpendicular ilimitada A (delta). 'A 


Então para que um ponto fique bem deter 
minado, emprega-se o método da dupla pro 
jeção, de Monge, que veremos pouco mais 
adiante, depois de estudarmos as pro 
jeções. 


NOTA: O método das projeções é o que 
seguiremos no presente estudo 


© Classificação das projeções Fig 3 
| 


Suponhamos (fig.3A) um punto (A) no espaço, um plano qualquer (a) e um obser 
vador em (O). Se fizermos passar por (A) um raio visual partindo de (O) até encon 
trar o plano (a), vemos que A será a projeção de (A) sobre o plano de projeção 
(a) , ea reta (O)(A)A será a projetante. O ponto (O) será o centro de projeção 
e esse sistema chama-se Cônico ou Perspectivo (alguns autores chamam de Projeção 
Central). 


(0) 
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Se considerarmos agora o ponto (O) lançado ao infinito, conservando-se o mesmo 
ponto (A) e o plano (a), a projetante será paralela à uma direção A (delta) e 
o sistema de projeção chama-se Cilíndrico ou Paralelo. Neste caso, — o 
centro de projeção lançado ao infinito, — este ponto diz-se impróprio. As figuras 
3C e 3D esclarecem melhor ao considerarmos uma reta (A)(B) projetada no plano 
(a) quando o centro de projeção está a uma distância finita ou não do plano, fi- 
cando assim bem caracterizadas as projeções cônicas ou cilíndricas respectivamente. 


Pe 


Fig.3c 


Ainda no caso das projeções cilíndricas, elas podem ser oblíquas ou ortogonais con- 
forme a direção de A seja ou não perpendicular ao plano de projeção. A fig. 3E nos 
most ra uma projeção cilindrica ortogonal. 


4 - PRÍNCIPE 


é Estudo do ponto 


Já conhecidas as diferentes projeções, podemos então dizer em que consiste o mé- 
todo da dupla projeção de MONGE, para determinação de um ponto (A). Consiste 
em determinar duas projeções ortogonais 
sobre dois planos perpendiculares, um ho 
rizontal representado por (n) e outro 
vertical(m ' )Jque se interceptam segundo 
uma linha chamada linha de terra. 
(Fig. 4). Por convenção, o ponto (O),cen 
tro de projeção, considera-se situado na 
frente do plano vertical e acima do pla 
no horizontal, e a uma distância infini 
ta deles. T 


Sobre cada plano, a'projeção do ponto 
(A) é o pé da perpendicular baixada do 
ponto sobre o plano. O ponto (A) fica 
x bem determinado pelas interseções (A) A 
Fig. 4 e (AJA!. 


A projeção no plano horizontal (T) de 

um ponto (A) é, também por convenção, 
designada pela mesma letra maiúscula A, sem parênteses e no plano vertical (n ') 
ainda pela mesma letra com o sinal pouco acima e a direita de uma pequena linha 
(A!) que se lê "A linha". 


Os planos de projeção, perpendiculares entre 
si, formam quatro regiões que são os diedros, 
como se vê na fig. 5 e quatro semi-planos as- 
sim chamados: 


2ºdiedro diedro 


Horizontal Anterior: CTA ) 
Horizontal Posterior: (rp ) 
Vertical Superior: ( TS ) 


Vertical Inferior: (Gi 1) 


4ºdiedro 
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ÉPURA 


Para que se possam representar no plano as A 
figuras do espaço, faz-se o rebatimento 

do plano vertical sobre o horizontal ( no 

sentido contrário aos ponteiros do relógio), 

que consiste em fazé-lo girar de 90º em 

torno da linha de terra (fig.6), de modo 

que Tg )venha a ficar em coincidência 

com o( mp Je consequentemente o(T 


tam 
bém em Coincidência sem o Cra T E (7) 


Depois do rebatimento, temos a épura 
(fig.7) onde a linha de terra é representa 
da por uma linha horizontal mm’. ( Na PÁ 
prática é dispensado o uso dessas letras 
gregas colocando-se apenas dois pequeni- 
nos traços horizontais abaixo das suas ex 
tremidades ). 


Então ÉPURA é a representação de uma Fig.6 
figura do espaço pelas suas projeções, es 

tando o plano vertical rebatido sobre o ho 

rizontal. 


Obs.: Como na fig. 7, após o rebatimen 


E] 
to, os planos (Ti )e (7. )(vertical supe (ns) (Tip) 
rior e horizontal posterior), se situam aci = - 
ma da linha de terra e os planos (mi) e (7) (Ma) 
Cr ) (vertical inferior e horizontal ante- 
rior) abaixo dessa linha, conclui-se que 
todas as projeções naqueles planos se si 
tuam nas mesmas posições com relação à o 
linha de terra, Fig. 7 


COTA E AFASTAMENTO 


Chama-se Cota de um ponto a distância desse ponto ao plano horizontal de 
projeção e Afastamento a distância do ponto ao plano vertical de projeção. 
Assim, na fig.4, (AJA é a cota do ponto (A) e (AJA! o afastamento desse mesmo 
ponto. s 


Chama-se linha de projeção ou linha de” chamada a toda linha perpendicular à li 
nha de terra, que une as projeções de um mesmo ponto. Assim, a linha A'A da 


a 8 que une as projeções do ponto (A), é uma linha de projeção ' (ou de chama- 
a). 


6 - PRÍNCIPE 


Obs.: À linha de terra, sendo a in 
terseção dos pianostT) e(n'), é repre 
sentada por estas duas letras do alfabeto 
grego mas pode-se dispensar a sua coloca 
ção sobre ela. ij 


Fig.8 


e Posições do ponto 


Em relação aos planos de projeção, o ponto pode ocupar nove posições diferentes, 
a saber: 


19 posição: O ponto está no 19 diedro (fig. 9). 


Depois do rebatimento, o( 7 } )ficará em coincidência com o(T5)e a projeção ver 
É P ' : = 
tical A! acompanhará o plano si Ca seu deslocamento e cat em A! de tal mo 


do que AA, = AA, . Temos na Fig. 10 a épura correspondente onde verificamos 


A 


Fig. 10 
Fig. 9 


que as projeções são separadas pela linha de terra estando a projeção vertical A! 

acima e a horizontal A abaixo da referida linha. Na épura, não há necessidade 

EA . 2 . . 

de representar o símbolo A que se observa na fig. 9 e também a projeção verti- 
cal rebatida A! é re i 
ebatida A) é apenas representada por A". 
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2º posição: O ponto está no 2º diedro (fig.11). 


Fig.12 
Fig.11 


Depois do rebatimento, a projeção B' vem colocar-se no(n. ), sobre BB ( ou seu 
prolongamento) conforme a cota seja menor ou maior que o afastamento. Na épura 
(fig. 12) ambas as projeções estão acima da linha de terra. E indiferente B estar 


acima ou abaixo de B'; o que caracteriza o ponto no 2º diedro é possuir ambas 
as projeções acima da linha de terra. 


3 posição: O ponto está no 3º diedro (fig.13). 


8. PRÍNCIPE 


Operando-se o rebatimento, ao mesmo tempo que o vertical superior (7 | )vem se 
colocar em coincidência com o horizontal posterior(m., Jo vertical inferior(T!) 
coincidirá com o horizontal anterior (n ,). Então a projeção vertical C' irá cair 
em C) no prolongamento de Cc, - A épura (fig. 14) é caracterizada por estar a 
projeção horizontal C acima da linha de terra e a vertical C' abaixo dessa linha. 
(É o inverso da épura do ponto no 19 diedro). 


49 posição: O ponto está no 49 diedro (fig. 15). 


Depois do rebatimento, a projeção vertical D' cairá em D}, sobre DD, (ou seu pro 
longamento). Ambas as projeções abaixo da linha de terra (fig. 16) caracterizam 


Fig 15 Fig.16 


a épura do ponto nesse diedro. Verifica-se que a épura de um ponto no 49 diedro 
é o inverso da épura no 2º diedro. 


59 posição: Q ponto está no (T a Xfig. 17). 


Estando o ponto (E) no plano vertical superior( m } Jo seu afastamento será nulo; en 
tão a projeção vertical E! coincide com o próprio ponto (E) e a projeção horizon- 
tal E estará sobre a linha de terra. Depois do rebatimento, a projeção E' cairá 
em E} sobre o (75) Na épura (fig. 18) a projeção vertical E' está acimá da linha 
de terra e a horizontal E sobre essa linha. 


(vide figs. 17 e 18 na pág. seguinte) 
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EE) 


69 posição: O ponto está no (73) (fig. 19). 


Como no caso anterior, é nulo o afastamentò do ponto. Sua projeção vertical F' 
coincide com o próprio ponto (F) e sua projeção horizontal F estará sobre a linha 


E G F 
E'z(F) 
| Fig.20 


Fig. 19 
a 


“e terra. Após o rebatimento, a projeção F' cairá em F} sobre o Cr, )e na épura 
(fig. 20) a projeção vertical está abaixo da linha de terra e a horizôntal permane 
ce sobre essa linha. 


10 - PRÍNCIPE 


79 posição: O ponto está no (7 a) fig. 21). 


Estando o ponto no horizontal e Cm J; sua cota será nula; então sua proje 
ção horizontal G coincide com o próprio ponto (G) ou (G) =G . A projeção ver 
tical G' estará sobre a linha de terra. Com o rebatimento nada se altera e na épu 
ra (fig. 22) a projeção horizontal G está abaixo da linha de terra e a vertical G7 
sobre essa linha. 


G:(G) 
Fig. 21 Fig.22 


89 posição: O ponto está no(n Xfig. 23). 


Como no caso anterior, é nula a cota do ponto. Também nada se altera com o re 
batimento e na épura (fig. 24) a projeção horizontal J está acima da linha de ter 
ra e a vertical J' sobre essa linha. 


99 posição: O ponto está na linha de terra (fig. 25). 


. E $ 
Nessa posição o ponto não terá nem cota nem afastamento. Nada se altera com o 


rebatimento já que a linha de terra é fixa. A épura de ponto nessa posição é a da 
fig. 26. : 


(vide figuras 23, 24, 25 e 26 na página seguinte) 
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12 l PRINCIPE 


© Recapitulação 


Pelo que foi exposto, dada a épura de um ponto; é fácil determinar a sua posição. 


ooo Quando o ponto não tem nenhuma de suas projeções sobre a linha de ter 
ra, elẹ estará no espaço, da seguinte maneira: se as projeções são separa 
das pela linha de terra,. ele estará em um dos diedros impares (19 diedro 
quando a projeção vertical estiver acima e a horizontal abaixo da linha 
de terra; no 3º diedro no caso inverso); 


ose Quando as projeções estiverem de um mesmo lado da linha de terra,o pon 
to estará em um dos diedros pares (29 diedro quando ambas as projeções es 
tiverem acima daquela linha e 49 diedro no caso inverso); 


seo Quando uma das projeções estiver sobre a linha de terra, o ponto estará 
situado em um dos semiplanos de nome contrário à projeção que estiver 
sobre aquela linha. Assim, por exemplo, se um ponto possuir sua projeção 
horizontal sobre a linha de terra, ele estará situado no plano vertical 
Cra )ou(T | }sendo a outra projeção (vertical) que localizará o ponto. Se 
for a projeção vertical sobre a linha de terra, ele estará no plano hori- 
zontal Cn Joul, Je a outra projeção (horizontal) é que deteminará a 
posição do ponto. 


Seja como exemplo determinar as posições dos pontos (A), (B), (C), (D), (E), (F), (G), 
dados por suas projeções na épura da fig. 27. 


Fig 27 
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Procedendo como foi explicado, teremos: 


— ponto (A) semiplano vertical inferior (rj) 

— ponto (B) 39 diedro 

— ponto (C) 19 diedro E 

— ponto (D) semiplaro vertical superior (14) 

— ponto (E)  semiplano horizontal posterior (rp) 

— ponto (F) 49 diedre 

— ponto (G) 2Ọ diedro (na posição especial de possuir cota iguel a afastamento 
e que veremos pouco mais adiante. 


© Coordenadas 


A cota e o afastamento de um ponto constituem as suas coordenadas. Na prática, 
o ponto necessita de mais outra coordenada — a abscissa — que não influi na sua 
posição, sendo tomada sobre a linha de terra a partir de um ponto O (zero) conside 
rado origem e arbitrariamente marcado sobre aquela linha; quando positiva, é mar 
cada para a direita e quando negativa, para a esquerda da origem. Também a co 
ta e o afastamento podem ser positivos ou negativos. 


14 - PRÍNCIPE 


Seja a fig. 28 e sua respectiva épura na fig. 29. A figura (AJA'AÇA é um quadri 
látero (quadrado ou retângulo) e, em qualquer das hipóteses tem-se que (AJA=A'A . 
Mas como no rebatimento A' coincide com Aj,resulta que A A3 também representa 
a cota e está na épura representada pelo segmento AçÃ! acima da linha de terra. 
A cota é positiva quando acima do plano horizontal (m) , portanto no 19 ou 20 
diedro. Será negativa quando abaixo desse plano , ou seja no 3º ou 49 diedros. 
O afastamento (AJA! é positivo quando, observando a fig.'28 de frente, estiver à 
direita do plano vertical (n '), isto é, no 19 ou 49 diedros, sendo negativo no ca 
so contrário, ou seja, à esquerda do plano(r ! )(2º ou 39 diedros). T 


Tem-se então: 
Cota positiva: 19 e 29 diedros 
Cota negativa: 39 e 49 diedros 


No spago Afastamento positivo: 19 e 49 diedros 
Afastamento negativo: 2º e 3º diedros 
Cota positiva: acima da linha de terra 
Em é Cota negativa: abaixo da linha de terra 
m épura 


Afastamento positivo: abaixo da linha de terra 
Afastamento negativo: acima da linha de terra 


As coordenadas são pois: abscissa (x), afastamento (y) e cota (z), nessa ordem. 


Seja como exemplo dar a épura do pon 
to (A) [1;2;1] (fig. 30). ( A unidade 
é o centímetro). À origem O é tomada 
arbitrariamente em qualquer lugar da linha 
-de terra; a abscissa igual a 1, como é 
positiva é marcada à direita dessa origem. 
O afastamento igual a 2, como é positivo 
é mgrcado para baixo da linha de terra e 
a cota igual a 1, sendo positiva é marca 
da para cima da linha de tera. O ponto 
então está no 1º diedro, o que aliás a 
simples inspeção das coordenadas já nos 
indicava, porque cota e afastamento posi 
tivos significa ponto no 19 diedro. 
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Dadas as coordenadas de um ponto, é fá 
cil saber onde o mesmo está situado, usan 
dose o seguinte processo : traçam-se dois 
eixos ortogonais XX' e YY' que represen 


tam: (fig. 31) 


Fig. 31 


Semi eixo OX': Semiplano horizontal anterior (TA ) 


Semi eixo OX : Semiplano horizontal posterior (np ) 
Semi eixo OY : Semiplano vertical superior (ng ) 


Semi eixo OY': Semiplano vertical inferior (17) 


As regiões determinadas por esses eixos são os diedros que já conhecemos. 
Seja, por exemplo;o ponto (A) [2; -1; 2] que desejamos saber onde está situado, 


Como a abscissa não influi na posição do ponto, começamos com o afastamento, [o 
qual no exemplo dado é negativo (-1); como o afastamento negativo significa pon 
toù esquerda do plano vertical(m ' Jmarcam-se duas pequenas cruzes nas regiões a 
esquerda do eixo YY' que representa o plano vertical, isto é, uma cruz em cada 
disdro que pode estar contido o ponto e que são 29 ou 39. Verificando-se a cota 
que é positiva (2), ela será então tomada acima do eixo XX' que representa o pla 
no horizontal ( n) podendo ser horizontal anterior(T, Jou posterior(m ,,); marca-se 
então, também, uma cruz em cada região que pode estar contido o ponto de cota 
positiva, que são 19 ou 2º diedros; a região onde aparecer duas cruzes é o diedro 
em que o ponto dado está situado, que, no caso, é o 29 diedro. 


29 exemplo: (B) [-1 i3; -2 ] 


Da mesma forma que anteriormente, f 
(fig. 32) tem-se ponto no 49 diedro. k 
X x’ 
X XX 
Y’ 
Fig. 32 
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yY’ 


- Fig33 


e Ponto no plano bissetor 


Plano bissetor é o plano que 
divide o diedro em duas re- 
giões iguais (fig. 34). 


Só existem dois planos bisseto 
res: o 19 bissetor cortando os 
diedros ímpares (19 e 3) e o 
2º bissetor cortando os diedros 
pares (29 e 49). 


O 19 bissetor é representado 
pela letra do alfabeto grego 
(B) (beta) e com os números 
l e 3 oua letra | poucoabai 
xo. (B3 ou By). O 2º 
bissetor analogamente é repre 
sentado por (£,, ou Bp) 


O ponto quando está situado 
no plano bissetor tem afasta 
mento e cota iguais (ver pon 


to (G) da fig. 27). 


PRÍNCIPE 


3º exemplo: (C) (1 20; 2] 


Afastamento sendo nulo, o ponto se situa 
no eixo YY', isto é, plano vertical ( fig. 
33). Então uma cruz no semiceixo OY e 
outra no semi eixo OY'. A cota positiva 
(2) significa ponto acima do plano hori 
zontal ou seja no eixo OY. Então o pon 
to (C) está no semipblano vertical supe 
rior(m g >. 7 


Obs.: Em todos os casos acima apontados 
como exemplos, se recorremos à épura 
teremos confirmadas as posições pela situa 
ção das projeções em relação à linha de 
terra. 
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e Simetria de pontos 


Dois pontos (A) e (B) são simétricos em relação a um plano (a) , quando este pla 
no é o mediador do segmento formado pelos dois pontos, isto é, quando o plano 
é perpendicular ao segmento formado por 

esses dois pontos e contendo o seu ponto A) 

médio, (fig. 35), onde o segmento (A)(M) 

é igual ao segmento (M)(B)- 


Vamos aqui considerar a simetria de um 
ponto em relação : 


19) aos planos de projeção; 
29) aos planos bissetores; 


39) à linha de terra. 


I(B) 


Fig.35 
19) PONTOS SIMÉTRICOS EM RELAÇÃO AOS PLANOS DE PROJEÇÃO 
Diz-se que um ponto (B) é simétrico a um ponto (A) em relação ao plano horizon 


tal de projeção (n ) (fig. 36) quando possui a mesma abscissa, o mesmo afastamento 
em grandeza e sentido e a cota da mesma grandeza porém de sentido contrário, co 


i 
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mo nos mostra a épura da fig. 37, onde os afastamentos dos pontos (A) e (B) são 
iguais e ambos positivos (mesmo sentido) e cotas iguais de sentido contrário, pois a 
cota de (A) é positiva porque o ponto está acima do plano (m) e do ponto (B) é 
negativa porque o ponto está abaixo de (1). 


Diz-se que um ponto (D) é simétrico a um ponto (C) em relação ao plano vertical 
de projeção (1 ' Xfig. 38) quando possui a mesma abscissa, a mesma cota em gran 
deza e sentido e o afastamento da mesma grandeza porém de sentido contrário. ` 


Fig. 38 Fig 39 
A épura (fig. 39) se caracteriza por possuírem os pontos projeções verticais coin 
cidentes C' = D' e projeções horizontais C e D simétricas em relação à linha de 
terra. 


29) PONTOS SIMÉTRICOS EM RELAÇÃO AOS PLANOS BISSETORES 


Seja na fig. 40 o ponto (A) e a reta que representa o 19 bissetor (8,). Verifica- 
se que a figura (AJA'MA é um retângulo igual ao formado por (B)B'MB, e, como 
(A) e (B) são simétricos (portanto mesma abscissa), a cota de um dos pontos é igual 
ao afastamento do outro e vice-versa. 


A épura (fig. 41) se caracteriza por abscissas iguais; afastamento e cota de um dos 


pontos iguais respectivamente a cota e afastamento do outro, isto é, as projeções 
de nomes contrários simétricas em relação 'a linha de terra. 


(vide figuras 40 e 41 na página seguinte) 
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(1) 


B 
Fig.40 Fig. 41 


Seja na fig. 42, o ponto (A) e a reta que representa o 2º bissetor (Bp). 


Fig 42 Fig 43 


Por razões análogas ao caso anterior, verifica-se que as abscissas são iguais e que 
a cota de um é simétrica ao afastamento do outro è reciprocamente. A épura (fig. 
43) se caracteriza por abscissas iguais e cota de (A) igual ao afastamento de (B) e 
cota de (B) igual ao afastamento de (A). Portanto, as projeções de nomes contrá- 
rios são coincidentes. 


20 PRÍNCIPE DESCRITIVA l 21 


39) PONTOS SIMÉTRICOS EM RELAÇÃO A LINHA DE TERRA A Exercícios referentes ao capítulo | 
Seja a fig. 44 onde a linha de terra TT "é a mediatriz do segmento (A)(B). Então 
são iguais os retângulos que se observam na figura e os pontos simétricos em rela 
ção à linha de terra possuem abscissas iguais e cotas e afastamentos simétricos. À 
épura (fig. 45) é caracterizada pelas projeções de mesmo nome dos dois pontos (A) 
e (B), simétricas em relação à linha de terra. 


Dar a épura de um ponto situado no 19 diedro: 
le id 19) mais perto do plano (T) que do planot ' ); 
29) mais perto de(n ') que de (mr) 


A 


E soLUÇÃO: (fig. 47) 3 


(A) 


19 item: Se o ponto tem que eg 
Zar mais perto de (1) , tera 
que possuir cota. menor que a- 
fastamento (z < y) e o ponto 
(A) soluciona. 


(1) 


29 item: É o inverso do item 
anterior (z >y) e o ponto (B) 
é a solução. 


Fig. 44 Fig4s 
2ə Dar a épura dos pontos: (A) [-1 ; 2; -1] 
(8) [0; 1,5; -2] 
(© [14,51;1,5] 


Obs.: A simetria em relação à linha de terra mm 'é o produto das simetrias em re 
lação aos planos ( n ) horizontal e( n ')vertical e assim, para se obter o simétrico 
de um ponto dado em relação à linha de terra, pode-se efetuar a simetria em rela 
ção a um dos planos de projeção e a sé T 
guir a simetria desse último em relação ao 
outro plano. Assim, na fig. 46, determina- 
se o ponto (C) simétrico de (A) em rela- 
ção a (T)e depois o ponto (B) simétrico 
de (C) em relação a (7 ')ou o ponto (D) 
em relação a (T')e depois o ponto (B) 
em relação a (7). 


SOLUÇÃO: (fig. 48) 


O ponto (A) esta no 39 diedro; 
o ponto (B) no 49 diedro e o 
ponto (C) no 19 diedro. 


Fig.46 


A seguir a parte prática do Capítulo | com numerosos exercícios. 
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Dar a épura dos pontos (A), (B), (C), (D) e (E) situados: (A) nolT A); (B) 
a. no 49 diedro e mais perto de(n')do que (m); (C) em mm"; (D) no( T qe 


_ (Œ) no(rp)- 


3 e Dar a épura dos pontos : (AJ)[0;0;2] 
(B)[-1;2:0] 
(C)[L2;-1;0] 


P sorução: (fig. 51) D'=(D) 
SOLUÇÃO: (fig. 49) E E = (CE) 
O ponto (A) está mo semiplano 
vertical superior (ms); sua pro- 
jeção vertical A OLGEN com C=(C) 
o próprio ponto (A) e por isso i 

se escreve A =(A). Da mesma B A C 
forma o ponto (B) está mo þori- = RR 
zontal anterior (ma) e sua pro- 

jeção: horizontal B coincide com 

(B) e portanto B=(B). O pozn- 

to (C) estã no horizontal pos- 

terior (np) e portanto C=(C) 

por estar sua projeção horizon- 

tal C em coincidência com o pró- B=(B) 


prio ponto (C). à Fig. 49 


Fig. 51 


6 e Dar a épura de um ponto (A) no 29 diedro com a cota igual a 1/3. do afas 
tamento. 


4 e Dara épura dos pontos: (A)[-1;2;0] (C)L0;-1,5;0] 
(B)[-3;0;0] (D)[2;-1;1] 


SOLUÇÃO. (fig. 52) 


SOLUÇÃO: (fig. 50) 
(A) 


(mA) 


A 
a erg B=B =(B) A. 
(6). as (mp) = 
(D) ss 2º diedro A 
e Gissetor 
A=(A) o ai 
Fig. 52 ~ 
Fig. 5O 
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76 Traçar a épura dos pontos (A) e (B) situados respectivamente no 19 e 2º bis 


= 9.e São dado t A 1;1;1,5 B 3; -1;2|. Ped 
setores, sabendo-se que: (A) [ -2; 1,5; 2] e (8) [1; ?;2] s o aa s os pontos (A) [ ] e (8) [ ] edem-se as pro 


jeções de um ponto: à 
19) simétrico a (A) em relação ao (B. ) 
29) simétrico a (B) em relação ao (g ) 

F 


soLUÇÃO: (fig. 53) 


Do ponto (A) não se conhece a co 
ta. Implicitamente, porem ela e da 
da porque se disse que o ponto es 
tá no 19 bissetor. Mas, 19 bisse 
tor pode ser 19 ou 39 diedro; po 
rëm como o afastamento dado e po 
sitivo não pode ser 39 diedro. I 
gual raciocinio para a soluçao do 
ponto (B), porque se a cota e po 
sitiva 2 ele esta no bissetorpas 
sô pode ser 29 diedro, porque no 
49 diedro a cota não seria post : 

tiva. Marca-se então B= B'. Fig.53 


SOLUÇÃO: (fig. 55) 
17) ponto (C) 


29) ponto (D) 


Fig.55 


8 e São dados os pontos (A) Lo; l; 21 e (B) [3; -3; 1,5] . Pedem-se as pro 


jeções de um ponto? 10 e Determinar as coordenadas de um ponto (B) simétrico a (A) [1 ;0; -2 ] em 


19) simétrico a (A) em relação ao plano (7 ) relação a Cm) « 


29) simétrico a (B) em relação ao plano (7!) 


Pelo que foi exposto no 
estudo anterior sobre 
simetria de pontos, tem- 
se: 


O ponto dado estã no (T!); Logo, o 
ponto (B) solução esta no (T$) e 
suas coordenadas são (B)[1; 0 ;2] 
Pois como ja foi estudado, somente 
a cota troca de sentido, isto e,de 


19) ponto (C) no 49 diedro negativa passa para positiva. 


29) ponto (D) no 19 diedro 


Fig.54 
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11 e Determinar as coordenadas de um ponto (J) simétrico a (M) Lo; 2; 3] emre 
lação ao(B/). E 


SOLUÇÃO: (fig. 57) 


O ponto (M) dado, esta no 19 diedro. 
0O ponto (J) solução, permanece no mes 
mo diedro mas, como ja vimos, com pro 
jeções de nomes contrarios simétri- 
cas em relação a qr! . 


As coordenadas são: (J) [o 584 2] 


12 e Preencha as lacunas: 


1) Chama-se cota de um ponto ................. as 6 a DIR Rd ta a o U e AA 

2) Linha de projeção ou de chamada é a linha Lecce carers osso 
QUE UMES rasa ase disini aiaee E a GUS a a  d Aa MPS 

3) Em relação aos planos de projeção um ponto pode ocupar ......... posições 
diferentes. 

4) O diedro em que um ponto tem cota e afastamento negativos é O .........- 

5) Em épura, cota negativa é marcada ................ da linha de terra. 

6) Um ponto situado NO sa mesis mus srs ioa pes irá gi dude a tem cota e afastamento. 
iguais. 


o 
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7) Dois pontos são simétricos em relação a um plano quando ................. 
8) 


DATE E E E AA EI, OS DE O O TO O O DDS SO] O TA) O AU A COD TO 06 
aa so E T a 


NOTA: A solução desse exercício está no fim do capítulo (após o exercício 15). 


13 e Determinar as coordenadas de um ponto (A) simétrico a (B) D 2; 3] em re 
lação a mr'. 


SOLUÇÃO: (fig. 58) 

Como as projeções de mesmo nome 
do ponto solução serað simetri- 
cas em relação a mm! resulta: 


(A) Es -2 ; -5] 
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14 00 ponto (A) é simétrico de (B) em relação ao (B ); (B) é simétrico de (C) 
em relação a (n ')e (C) é simétrico de (D) Lo; 5; 1,5] em relação a(r). 
Pede-se determinar as coordenadas de (A). : 


SOLUÇÃO: (fig. 59) 


O ponto (D) esta no 19 diedro; seu 
simétrico (C) em relação a(n)passa 
então para o 49 diedro; o ponto (B) 
simétrico a (C) em relação a (mn!) 
_ passa para o 3? diedro e finalmen- 
te o ponto (Alcujas coordenadas se 
pedem e é simetrico a (B) em rela- 
ção ao bissetor impar,permanece no 
39 diedro com as coordenadas. 


(A) [0 ; -1,5 ; -8] aoui 


Fig 59 


15 e Grife o C ou E confome a proposição esteja certa ou errada respectivamen 
te. 


A Geometria Descritiva foi criada por GASPAR MONGE 
no Século XVII. 


No método dos Planos Cotados é empregado apenas um 
plano. 


Para se obter a épura, o rebatimento do plano vertical 
sobre o horizontal é feito no sentido contrário dos pon- 
teiros do relógio. 


O afastamento de um ponto é positivo quando está aci- 
ma do plano horizontal e negativo quando está abaixo. 
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Um ponfo terá cota tanto menor quanto mais próximo es- 
tiver do plano horizontal de projeção. 


Quando a projeção horizontal de um ponto está sobre a 


linha de terra, o ponto objetivo está no plano vertical. 


Existem tantos planos bissetores quantos são os diedros 
formados pelos planos de projeção. 


Quando dois pontos são simétricos em relação a um pla- 
no, este contém o ponto médio do segmento formado pe- 
los dois pontos. 


SOLUÇÃO: Após a solução do Exercicio 12. 


SOLUÇÃO AO EXERCÍCIO 12: 


É a distancia desse ponto ao plano horizontal de projeção; 


perpendicular à linha de terra que une as duas projeções de 
um mesmo ponto; 


3) nove; 
4) 30; 
5) abaixo; 
E Cimo Dinsstons 
Toes plano & o mediador do segmento formado pelos dois pon 
8) 


st ; ~ ; ; 
tmetrias em relaçao aos dois planos(m) elr j): 


30 


SOLUÇÃO AO EXERCÍCIO 15: 


ta 
Pee 
aaa 


Estudo da reta 

Pertinência de ponto e retas 

Posições da reta 

Traços de retas 

Posições relativas de duas retas 

Retas concorrentes 

Retas paralelas 

Retas de perfil 

Traços de reta de perfil 

Pertinência de ponto e reta de perfil 
Retas de perfil paralelas ou concorrentes 
Exercícios 


CAPÍTULO 
Il 


© Estudo da reta 


A projeção de uma reta sobre um plano é o lugar das projeções de todos os seus 
pontos sobre esse plano. 


N 

Seja na figura 60 a reta (A)(B) e o plano Cm) . Baixando de todos os pontos da 
reta perpendiculares ao plano, os pés dessas perpendiculares dão lugar ù projeção. 
ortogonal da reta. Essas perpendiculares formam um plano (a ) perpendicular ao pla 
no (7) e que é o plano projetante da reta. E 


Fig.60 


ia é 
a (A o perpendiculares estão na interseção dos dois planos e a projeção da re 


portanto essa interseção. 


Kar 
oje do 
Sao de uma reta sobre um plano só deixa de ser uma reta, quando ela lhe 


for perpendicular, pois nesse caso a projeção será um ponto, como se vê na 
fig. 61. Nesse caso a projeção da reta se reduz a um ponto porque as projetantes 
de todos os seus pontos se confundem com a própria reta. 


Quando uma reta for paralela a um plano (fig. 62) a sua projeção sobre esse pla 
no é igual e paralela à própria reta. Seja a reta (A)(B) paralela ao plano (T) cy 
ja projeção nesse plano é a reta AB. As duas retas (A)(B) e AB formam com as pro 


(A) 
(4) (8) 
HB) 
em) A B 
Fig 61 Fig 62 


jetantes (A)A e (B)B um paralelogramo no qual (A)(B) = AB. Diz-se então que a. 1 


reta se projeta em verdadeira grandeza (V.G.). 


Quando uma reta for oblíqua a um plano (fig. 63) a projeção é menor que a reta 
do espaço porque esta forma com sua projeção e as projetantes um trapézio retân 
gulo em que a projeção no plano 

sendo perpendicular às bases é me 

nor que a reta do espaço. 


(B) 


O comprimento da projeção de uma 
reta sobre um plano varia com a (4) 
inclinação dela sobre o plano. Ela 
passa por todos os valores, de zero 
(caso do ponto quando a reta é per 
pendicular ao plano) até o limite 
máximo igual ao comprimento da re 
ta (caso da reta paralela ao plano). 


Seja na fig. 64 a reta (A)(B) per- (7) A = 
pendicular ao plano (m) . Suponha 

mos que a reta girando em torno de 

(A) ocupe as posições (A)(B]), .... Fig.63 
(A)(B2), (A)(B3), etc., cujas proje 

ções no plano (y) serão respectiva 

mente AB, AB, AB, AB}, etc. 
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A=B B, B B, B; 


\ Fig.64 


Verifica-se que sua projeção na posição inicial era ọ ponto A =B (A coinciden- 
te com B) e que essa projeção torna-se AB, quando o ponto (B) atinge : a posição 
(B,) e vai crescendo gradativamente a proporção que a reta vai diminuindo a -sua 
inclinação sobre o plano. Quando a reta atinge a posição (A) (B4) paralela ao pla 
no, a sua projeção torna-se AB,. Por conseguinte, a projeção de uma reta so bre 
um plano é tanto maior quanto menor for sua inclinação sobre ele. 


DETERMINAÇÃO DE UMA RETA 


De um modo geral, a posição de uma reta no espaço fica bem determinada quan 
do são conhecidas as projeções dessa reta sobre dois planos ortogonais. 


Sejam na fig. 65 os dois planos (m) e(m'!) perpendiculares e AB e A'B'respectiva 
mente as projeções da reta (A)(B) cuja posição queremos determinar. Por AB faz-se 
Passar um plano perpendicular ao plano()o mesmo acontecendo com Á'B' em rela 
São a (mf), Cada um dos planos, que são os planos projetantes da reta nos res 
Pectivos planos de projeção, deve conter a reta do espaço, que será então a inter 
“a desses dois planos projetantes. E como esses planos se cortam segundo (A) (B), 
Ave É a Gnica que tem AB e A'B' como projeções, ela fica bem determinada. 


o se designar a reta cujas projeções são AB e A'B' escreve-se: reta (A)(B) (fig. 


Fig. 65 


Obs.: Uma reta pode também ser designada por letras minúsculas que representam | 
suas projeções, ou por uma letra minúscula entre parênteses, como a reta r, r' ou - 


reta (r). 
© Pertinência de ponto e reta 


Já sabemos que três pontos em linha 
reta projetam-se em geral, segundo 
três pontos também em linha reta. 
(Exceto quando os pontos estão na 
mesma perpendicular ao plano, pois 
nesse caso a projeção da retase re 
duz a um ponto, como já vimos). 


Verifica-se então (fig. 67) que,se o 
ponto (C) pertence ù reta (A)(B), 
a projeção C pertence à projeção 
AB. 


Surge então a: 


A 


Fig. 66 


(B) 


nto pertence a uma reta, quando as projeções desse ponto estão so 
Um a rojeções de mesmo nome da reta; isto é, a projeção horizontal do 
Sd ho a projeção horizontal da reta e projeção vertical também sobre a 
pon 


projeção vertical da reta. 


i às retas corresponden- 
ia. 68, temos a épura de vários pontos que pertencem 

4 =- é “ponto A'A pertencendo à reta r'r ; ponto B'B pertencendo à reta t't e 
DO inerte “ponto C'C pertencendo à reta (E)(F) dada pelas projeções E'F' e EF. 


Fig. 68 


Obs.: Essa regra de ponto pertencer ù reta sofre exceção quando se trata de reta 
de perfil, como veremos mais adiante (figuras 123 a 126). 


O Posições da reta 


Em relação aos planos de projeção, a reta pode ocupar várias posições, posições es 
šas que determinam nomes e propriedades: particulares. 


Vejamos cada uma delas de per si: 
) RETA QUALQUER 


ro oblíqua aos dois planos de projeção (fig. 69). Sua épura é caracterizada 
Possuir ambas as projeções obliquas à linha de terra (fig. 70) 
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vip 
/ F 


Fig.69 Fig. 70 


Fig.71 Fig. 72 


Il) Retas segundo o paralelismo em relação aos planos de projeção. 
RETA HORIZONTAL (OU DE NÍVEL) 


É a reta paralela ao plano horizontal (m) e obliqua ao vertical (m"). Sua épura 
é caracterizada por possuir a projeção vertical paralela à linha de terra e a proj 
ção horizontal oblíqua a essa mesma linha (fig. 71 e 72). A projeção horizontal r 
presenta a verdadeira grandeza. 


RETA FRONTAL (OU DE FRENTE) 


É a reta paralela ao plano vertical (7! Je oblíqua ao horizontal (m) . Sua épu 
é caracterizada por possuir a projeção horizontal paralela à linha de terra e a ve 
tical obliqua a essa mesma linha (fig. 73 e 74). A projeção vertical representa 


Vi Gis 


Fig.73 Fig.74 
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RETA FRONTOHORIZONTAL (PARALELA A LINHA DE TERRA) 
É a reta paralela simultaneamente aos dois planos de projeção (1) eCr' Je Sud 


épura é caracterizada por possuir ambas as projeções paralelas à linha de terra a 
(fig. 75 e 76). Qualquer das projeções (que são iguais) representa a V.G.. A 


Fig.77 Fig.78 


Obs.: A reta vertical, pelo fato de ser perpendicular ao plano horizontal, é forço 
samente paralela ao plano vertical. A recíproca não é verdadeira porque a parale 
la ao plano vertical pode deixar de ser perpendicular ao horizontal, como é o ca 
so da reta frontal. Por isso, ela é estudada segundo o seu perpendicularismo em re 
lação ao plano de projeção. 


RETA DE TOPO 


III = Retas segundo o perpendicularismo em relação aos planos de projeção 
RETA VERTICAL 


Fig. 79 Fig. 80 


possuir a projeção horizontal reduzida a um ponto (chamada projeção puntual) e- 
vertical perpendicular à linha de terra (fig. 77 e 78), e que represénta a V.G- 


a o 


Inversamente à reta 
ua épura 


ah 


$ vertical, reta de topo é a perpendicular ao plano vertical(ı '} 
A ê caracterizada por possuir a projeção vertical reduzida a um ponto e 
'Zontal perpendicular à linha de terra (fig. 79 e 80), que representa a V.G. 


Obs.: Semelhante à da reta vertical com relação aos Planos de nomes contrários 


RETA DE PERFIL 


É a reta perpendicular (ou ortogonal) à linha de terra e, por apresentar particular; . 
dades, será estudada mais adiante. Ta 


Tal como ocorreu quando do estudo do ponto, também a reta pode estar contida toi 
da dentro de qualquer dos semiplanos ou em coincidência com a linha de te l 
No primeiro caso, a reta possuira sempre uma das projeções sobre a linha de 
e, no segundo, ambas as projeções coincidem com aquela linha. 


æ 
rrai 
terra, 


y 


Na fig. 8l, vemos uma reta situada no(t o )e na fig. 82 a épura correspondente. q 
wW 


Fig.82 


Nesse caso, em que a reta coincide com sua própria projeção vertical, apresenta 
se em épura com a projeção vertical acima de m7' e a horizontal sobre essa linh 


41 
DESCRITIVA | 


uma reta situada no( 17 )e na fig. 84 a épura correspondente. 


vemos 


Na fig- 83, 


(A) A 
Fig.84 


Caso semelhante ao anterior, apresentando-se a épura, porém,com a projeção verti 
cal abaixo da linha de terra. 


Na fig. 85, vemos uma reta situada noir Je na fig. 86 a épura correspondente. 


Fig. 85 


Agora a reta coincide com sua própria projeção horizontal e a épura 
melha-se à da fig. 84, diferindo desta por possuir sobre a linha de te 
ção vertical e a horizontal abaixo daquela linha. 


Na fig. 87 vemos uma reta situada no(s, Je na fig. 88 a épura correspondente. 


Fig.87 Fig.88 


Caso semelhante ao anterior apresentando-se a épura porém, com,a projeção hori zoi 
tal acima da linha de terra, permanecendo a projeção vertical em coincidênci 
com essa linha. A épura da fi 
da linha de terra é a vertic 


al, na última, (fig. 88), é a horizontal que se-situ 
acima daquela linha. 


Quando a reta coincide com a linha de terra nr' 
representação. 


(AJZAZA (BJ:B:B' 


Fig. 89 


Nas últimas retas contidas nos planos de projeção só consideramos retas obliquas 
plano contrário ao que se situa. Elas, porém, podem ocupar qualquer posição parti 
lar como nos mostram as figuras 90, 91 e 92, onde respectivamente temos: 
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g. 88 se assemelha com a da fig. 82 mas notese que 
as projeções estão trocadas, pois enquanto na primeira (fig. 82) a projeção acimé 


, a épura da fig. 89 é a suc 
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Fig. 90 Fig. 91 


Fig. 92 


Fig. 90 —— reta (r) de topo no CA) 
Fig. 91 — reta (u) vertical no (ne) 
Fig. 92 —— reta (m) fronto horizontal no(np) 


Obs.: O que não se pode considerar, pelo absurdo, é reta de topo dentro de(n ') 
e reta vertical no plano (n) . 


Uma reta pode ainda se apresentar de inúmeras maneiras em relação aos planos de 
Projeção, isto é, com pontos nos vários diedros. Mas para isso, precisamos estudar 
traços de retas", que vem a seguir. 


° Traços de retas 


E "traço de uma reta sobre um plano” o ponto em pm essa E 
om “dee esse plano. Conclui-se então que quando uma ia RA es 
"traço a não terá traço sobre esse plano. O traço sobre o plano ae c 
cal" e por convenção representa-se por (V), isto é, a letra 
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De 


maiúscula entre parênteses e de modo idêntico o: traço horizonfal no plano ( d 
representado por (H), por serem esses pontos dos respectivos planos p q 


Seja na fig. 93 a reta (u) i | 
. e o ponto (V) a interseção da reta (u) 

á no pla l É) 

Como todos os pontos de(7 ' )têm afastamento nulo, como já vimos Bini "a 
r po 

o único ponto comum à reta (u) e ao plano(r ' Jconclui-se que, para se o a 
traço vertical (V) de uma reta, basta determinar o ponto da reta (u) eron 
também afastamento nulo. que tenkak 


= a My para se achar o traço vertical da reta uu!, é suficiente prolon 
nd PL cada nome contrário (projeção horizontal) até a linha de terra, onde 
Pe de aai a pa E que 6 a projeção horizontal do traço V'. De V, uma 
Fuga a faz con ecer V' como indica a épura. Este ponto V' que coinci 

com o ponto objetivo (V) é um ponto da reta (u) e seu afastamento é nulo. 
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odo idêntico obtém-se o traço horizontal e as figuras 95 e 96 esclarecem. 
m 


Na determinação dos traços de uma reta 
há um princípio imutável, sem exceção 
alguma: é que a projeção horizontal V 
do traço vertical (V) e a projeção verti 
cal H' do traço horizontal (H) estão 
sempre obrigatoriamente sobre a linha de 
terra, podendo as projeções V' e H se 
situarem abaixo ou acima da linha deter 
ra conforme a posição da reta, exceto ê 
claro, quando a reta passar por qm! 
porque então tudo coincidirá comaquela 
linha. 
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Obs.: A regra que acabamos de expor para a obtenção dos traços de uma 


sofre exceção somente quando a reta é de perfil dada 


r Como veremos mais adiante. 


Conclui-se então que uma reta só possui i 
só possui os do ê { i 
planos (m) e(n ') (reta qualquer pin de ei A aA eg sykes 
zontal, frontal, vertical e de to i y Mek 
Po, possuem, apenas um traço e finalme 
, k nte a fi 
to horizontal, por ser paralela aos dois planos não possui traço nesses planos e 


O conhecimento da determinaçã 

ção dos traços de uma ret i 
subordinadas à condição de passarem por Miedos pets ii e 
Sejam por exemplo as figuras 97 e 98, de retas no 10 diedro 


passa pelos 2º e 49 diedros e a segunda (u) pelo 49 e 30, PP RM 


Fig. 97 


ra na fig. 97 que os traços são obtidos prolon 
os pelas setas: traço vertical (V) no sentido da 


sentido i ê indi 
da seta 2. Observa-se ainda que é indiferente determinar-se primeiro um 


a Pana Na fig. 98 entretanto, ambos os traços são obtidos prolongando-se 
num Unico sentido: o da seta 3. E mais: i 
ita a E afs: no segundo caso, ndo é in- 
R primeiro este ou aquele traço i fi i 
E A e + Pois a figura nos mostra que pr 
eiro determina-se o traço horizontal (H) para depois obter-se a vertical v) És 


Então , atend : P , 
Feng endendo à regra já mencionada , as figuras 99 e 100 são as épuras respec 


gando a reta nos sentidos indica- 
seta 1 e traço horizontal (H) no 


DESCRITIVA i 


Verifica-se que na: fig. 99 os traços da re 
ta (r) são obtidos prolongando-se as proje 
ções r e r' em sentidos contrários até a 
linha de terra, enquanto na fig.100 no mes 
mo sentido, isto é, ambas para o mesmo la 
do do operador. Ainda neste segundo caso, 
a condição apesar de necessária não é sufi 
ciente, porque a épura da fig. 101, seme 
lhante à épura da fig. 100 não indica reta 
na condição exigida de passar pelos 49 3º 
diedros. O que se deve atentar é na posi 
ção das projeções, pois enquanto na épura 
da fig. 100, após a determinação dos traços 
haverá porções da reta no 49 diedro, na 
fig. 101 essas porções estarão no 2ºdiedro. 


Obs.: Na parte prática, de exercícios, ex 
plicaremos melhor, atendendo a cada caso 


proposto. 


PS 


(T 


4? 
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e Posições relativas de duas retas 


Sejam as retas (r) e (s), o plano( a) 
e o ponto (M) comum à reta (s) e 
(Ss) ao plano (a). (fig. 102). Vê-se 
que, enquanto a reta (r) está situa 


da no plano (a), a reta (s) tem | 


nesse plano apenas um ponto (M). 
Então o ponto (M) e a reta (r) defi 
nem o plano (aJe a reta (s) a ele 
não pertence. Diz-se então que as 
retas (r) e (s) são "reversas" ou "não 
coplanares", que significa não esta 
rem no mesmo plano. E 


Fig. 102 


Se a reta (s) também pertencer ao mesmo plano (q) da reta (r) (fig. 103) as retas K 
são então "coplanares", isto é, definem um plano, podendo então ser "concorren A 
tes" ou "paralelas". Temos então as retas (r) e (s) que são concorrentes porque têm | 
um ponto comum (M) que se diz "próprio", e as retas (r ) e (6s) que são paralelas | 
por não admitirem ponto comum (diz-se, neste caso, que o ponto comum é “imprô | 


prio", isto é, não existe). 


e Retas concorrentes 


Duas retas são concorrentes quando : 


19) O ponto de interseção das projeções verticais e o das projeções horizontais es 
tiverem numa mesma linha de chamada. 
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A situação no espaço é definida pela fig. 104 e a épLra correspondente, pela fig. 
105. 


29) Duas projeções de mesmo nome se confundem e as outras duas se cortam. 


Fig. 106 Fig. 107 
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A situação no espaço é definida pela fig. 106 e a épura correspondente pela fig. (S) 
107. Nesse caso, as duas retas concorrentes admitem um mesmo plano projetante e (r 
por isso suas duas projeções de mesmo nome coincidem. Ainda neste caso, a épura 
(fig. 107) mostra duas projeções horizontais coincidentes e as verticais concorrendo 
em O'. Podia ser o inverso, isto ê, projeções verticais em coincidência e horizon 
tais concorrentes. 
3º) Uma das projeções de uma das retas se reduz a um ponto situado sobre a proje 
ção de mesmo nome da. outra reta. 
Fig: 110 Fig. 111 


A situação no espaço é definida pela fig. 110 e a épura correspondente pela fig. 
ua. 


$ 
29) Duas projeções de mesmo nome se confundem e as outras duas são paralelas. 


(E o caso das duas retas paralelas admitirem um mesmo plano projetante). 


. : ) 

Fig. 108 r 
A situação no espaço é definida pela fig. 108 e a êpura correspondente pela fig. 109 4 
No caso,considerou-se uma reta vertical (u) e portanto como projeção puntual a hori- | 
zontal u; mas poderiamos igualmente considerar a vertical com essa particularidade, e | = = 
a épura apresentaria em consequência uma reta de topo. í 

z 
© Retas paralelas a 
Analogamente aos três casos anteriores, duas retas são paralelas quando : 
Fig. 112 Fig.113 


19) As suas projeções de mesmo nome são paralelas. 


A si é 
Situação no espaço é definida pela fig. 112 e a épura correspondente pela fig. 


(vide figuras 110 e 111 na página seguinte) * Poderia dar-se o inverso, isto é, as projeções verticais em coincidência e as 
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horizontais paralelas, o que não altera a condição de paralelismo das duas retas, 


3º) As suas projeções sobre um mesmo plano se reduzem, cada uma, a um ponto. 


Fig. 114 Fig. 115 


É o caso de duas retas verticais ou de topo que obrigatoriamente são paralelas en 
tre si. À situação no espaço é definida pela fig. 114 e a épura correspondente pe 
la fig. 115 (retas verticais no caso). 


© Retas de perfil 


Reta de perfil é uma reta oblíqua dos dois planos de projeção numa posição 
particular : perpendicular (ou ortogonal ) ù linha de terra. 


Quando, do estudo de retas, vimos a reta paralela ao plano horizontal (reta hori 
zontal), paralela ao plano vertical (reta frontal) e paralela aos dois planos (reta 
frontohorizontal). Vimos depois a reta perpendicular ao plano horizontal (reta ver 
tical) e perpendicular ao plano vertical (reta de topo). q 


Não foi mencionado retas perpendiculares aos dois planos porque não há retas nes 
sa posição, pois toda reta perpendicular a um plano será obrigatoriamente paralela 
do outro, já que os dois planos são perpéndiculares. Não existindo então reta per 
pendicular aos dois planos de projeção, há entretanto reta perpendicular à interse 
ção deles, isto é, perpendicular à linha de terra, que é a reta de perfil. 


A fig. 116 nos mostra uma reta de perfil situada num plano( 7 + que e perpendicu 
lar aos dois planos de projeção (plano de perfil). A épura é caracterizada pelas 
projeções perpendiculares à linha de terra (fig. 117). 
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Fig.116 | Fig. 117 


\ 
Uma reta de perfil sô pode ocupar duas posições em relação aos planos de proje 
ção: ou possui os dois traços distintos (H) e (V) e nesse caso passa por três die- 
dros (ortogonal à linha de terra) ou possui os seus traços coincidentes sobre essa 
linha e só atravessará dois diedros opostos (perpendicular à linha de terra), como 
nos mostra a fig. 118. 


VA 
q 


Fig. 118 


Obs.: A reta pode estar situada num 
plano de perfil sem que seja necessa 
riamente de perfil. Assim,por exem- 
plo, a fig. 119.nos mostra uma reta 
vertical num plano de perfil. 


Fig. 119 


6 Traços de reta de perfil 


Antes de resolvermos a questão na épura, vamos estudá-la no espaço (fig. 120). 


Seja a reta (A) (B) e (H) e (V) os seus traços respectivamente sobre (n) e(r q 
Utiliza-se, no estudo da reta de perfil, o rebatimento do plano de perfil que a | 
tém que no caso é o triângulo (H) V (V). Este rebatimento consiste em girá-l 
209 no sentido contrário aos ponteiros do relógio, até que fique em coincid 
com o plano vertical (7 ' ) ,sendo este giro feito em tomo de sua intersecção 
Plano (7!) . que no caso é (V)V. Adota-se este sentido para que os diedros 
pós o rebatimento se apresentem nas regiões já conhecidas. Com este rebatim 
Os pontos (A) e (B) descreverão no espaço arcos de círculos horizonta 
vêm colocar-se em (A) e (B,) respectivamente sobre retas traçadas 


Fig. 120 


A' e B' paralelamente à linha de terra. No plano horizontal o ponto A descreve 
um arco de círculo de raio AV e vem cair em A, do mesmo modo que o ponto 
B vem cair em B,; desses pontos À, e B, traçam-se no plano vertical as paralelas 
a (V)V que determinam as posições (A,) e (B,) após o rebatimento. 


Vejamos agora a épura (fig. 121). 


Seja (A)(B) dada por suas projeções A e A' e Be B'. Opera-se como foi descrito 
fazendo-se centro em H' = V e descrevendo os raios de círculo AA, e BB, até si 
A E: pontos em A, e B, na linha de terra. (Não é necessário obrigatoriamen 
raçar os arcos de círculo e seria bastante transportar os afastamentos dos 
ia H'A, e H'B, respectivamente). Daí, por perpendiculares à linha deter 
paralelas E sgr (A,) e (B,) e portanto a reta (A1)(B,) nos encontros com as 
(A,)(B a de de terra traçadas por A' e B' respectivamente. Teremos e m 
o Elano “ni adeira grandeza da reta dada e um V' = (V) o seu traço vertical. 
mento (o Rota; O traço é He para determiná-lo teremos de desfazer o reba 
ando “a do rebatimento e que se chama "alçamento"). Assim, pro 
Febatido ; E. ( (By), teremos em H, sobre a linha, de terra o traço horizontal 
tido Contr r Com o mesmo centro em H' = V e raio H'H, descreve-se, emsen 


sendo (H) es ao efetuado para o rebatimento (sentido dos ponteiros), o arco H,H, 
e traço horizontal. 


ti 
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Obs.: E sempre a projeção hori 
zontal que se rebate e no senti 
do contrário dos ponteiros, o 
que constitui REGRA GERAL. 


Seja como novo exem 
plo determinar os tra 
ços de uma reta de per 
fil, com um ponto (A) 
no 19 diedro e um pon 
to (B) no 2º (fig. 122). 


Fig. 122 
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De acordo com a regra já estabelecida, as projeções À e B são giradas no sentido 
das setas 2 e | respectivamente e nos fornecem a verdadeira grandeza (A,)(B,) da 
reta dada (A)(B). Verifica-se que o ponto (A,) aparece na região que representa o 
19 diedro e (B,) na região do 29 diedro. Tem-se em V' = (V) o traço vertical da 
reta e em (H) =H o traço horizontai. Sobre a linha de terra, tem-seas projeções 
dos traços H'= V. 


e Pertinência de ponto à reta de perfil 


Já vimos que um ponto pertence a uma reta quando tem suas projeções sobre as pro 
jeções correspondentes da reta, (fig. 68) quando foi esclarecido que tal regra não 
se aplicava à reta de perfil. Com efeito, o ponto pode ter suas projeções sobre as 
projeções de mesmo nome da reta e a ela não pertencer. 


Na fig. 123 temos uma reta de perfil da 

A's (A) da pelas suas projeções e também as pro 
1 jeções M e M' de um ponto (M) sobre as 

projeções correspondentes da reta. Sea re 
gra fosse verdadeira, o ponto (M) perten 
ceria à reta (A)(B) e o rebatimento - nos 
mostra que o ponto não pertence à reta. 


Então, normalmente, para se saber se um 
ponto pertence a uma reta de perfil, ope 
ra-se o rebatimento como prática normal. 
Entretanto, sem utilizar rebatimento pode 
mos também verificar se um ponto dado 
pertence a uma reta de perfil dada. Seja 
na fig. 124 a reta (A)(B) dada pelas pro 
jeções e o ponto (M) também dado pelas 


projeções. 
- BM BM RE 
A Se a relação BA T NA for verificada, 
Fig 123 o ponto pertence “a reta e caso contrário 


não pertencerá. A citada relação é basea 
da no teorema: 


"A relação de dois vetores tomados sobre uma mesma reta ou sobre duas retas pa 
ralelas, é igual à relação de suas projeções cilíndricas". Substituindo então, na 
mencionada relação, os segmentos pelos valores numéricos, tem-se: 


0,5 1 . 
T- o 05x3=1x1,5 o 1,5=1,5 


58. PRINCIPE 


o que demonstra que o ponto pertence à reta. (O rebatimento confirmará a perti 
nência do ponto à reta). = 


De forma idêntica , conhecidas as projeções de uma reta de perfil e uma das pro 
jeções de um ponto a ela pertinente, podemos determinar a outra projeção. E 


Fig. 124 Fig.125 


Seja como exemplo a reta (A)(B) e o ponto (M) do qual só se conhece a cota 
(fig. 125). Para se achar o afastamento (projeção horizontal), opera-se o reba- 
timento e determina -se a verdadeira grandeza em (A,)(B,): a seguir, por M' (proje 
ção conhecida) , traça-se M' (M,) situando-se (M,) sobre (A) (B)) por se saber que o 
ponto é pertinente à reta. Desfazendo-se o rebatimento, obter-se-á a projeção M 
pedida, que estará sobre AB. 


Mas, sem efetuar o rebatimento, podemos também solucionar o problema, pela apli 
cação da relação já descrita. Assim, se na épura da fig. 126 , conhecida uma das 
Projeções de um ponto (projeção vertical C' por exemplo), desejamos obter a proje 
ção horizontal C, empregamos a mencionada relação. E 


BC . BPC 


BA B' A” 
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onde o termo BC é desconhecido por não 
se conhecer a projeção C. 
Resolvendo vem: 
BA x B'C' 
Br a 
B'A 

onde, substituindo os segmentos pelos mó 
dulos (valores numéricos) correspondentes, 
vem: 


pc = ALS n 


Marca-se então BC = 1 (C sobre AB). 


8 
Fig 126 


O Retas de perfil paralelas ou concorrentes, 


Já vimos que duas retas quando possuem as projeções de mesmo nome paralelas, são 
paralelas. No caso, porém, de retas de perfil, a condição de paralelismo das proje 
ções correspondentes apesar de necessária não é suficiente. 


Consideremos dois casos: 


19) Retas situadas no mesmo plano de perfil; 


29) Retas situadas em planos de perfil distintos. 


No 19 caso, quando então as retas terão a mesma abscissa, elas poderão ser para 
lelas ou concorrentes (nunca reversas, como é óbvio, pois estão no mesmo plano). 
No 29 caso, podem ser paralelas ou reversas e nunca concorrentes, porque, situa 
das cada uma, em planos paralelos entre si, todas as retas de qualquer deles são 
paralelas ao outro; nesse caso, as abscissas das retas são diferentes. Duas retas de 
perfil quando possuem abscissas iguais, estando portanto no mesmo plano de perfil, 
terão suas projeções de mesmo nome superpostas; quando de abscissas diferentes, te 
rão projeções de mesmo nome paralelas. (Fig. 127 e 129 e suas respectivas épuras, 
fig. 128 e 130). 


PRÍNCIPE 
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Seja agora verificar se duas retas de perfil (A)(B) e (C)(D) dadas pelas suas proje 
ções, são ou não paralelas, (fig. 131). À simples inspeção da épura nos mostra que 
se trata de retas em planos distintos (por serem de abscissas diferentes). Operando- 
se o rebatimento, temos em (A,)(B,) e (C,)(D,) as respectivas verdadeiras grande 
zas mostrando que as mesmas não são paralelas. 


Fig. 131 


Então, para se traçar por um ponto uma reta paralela a uma reta de perfil dada, 
procede-se do seguinte modo (fig. 132): 


Rebate-se o plano que contém a.reta e o ponto e obtém-se (A)(B,)) e (C)). Por 
(C,) traça-se uma reta (C,)(D,) paralela a (A,)(B,) e cujas projeções são CD e 
C'D' que solucionam o problema. O ponto (D,) é marcado arbitrariamente (desde 
que no problema proposto não tenha que satisfazer a outra qualquer condição, co- 
mo no caso) e após o alçamento, obtém-se a projeção D. 


Obs.: Verifica-se na fig. 132, que as projeções de mesmo nome da reta, são da 
mesma grandeza e do mesmo sentido, isto é, A'B' = C'D' e AB = CD e dispos 
tas ambas no mesmo sentido da seta A A (delta linha — delta), quer dizer, a leitu 
ra A' para B' e A para B do mesmo modo que C' para D' e C para D. Então essas 
projeções são vetores equipolentes, mediante o que, dada uma reta de perfil pelas 
suas projeções e um ponto dado também pelas suas projeções, não é necessário ope 
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rar-se qualquer rebatimento, sendo suficiente a construção desses vetores, como nos 
indica a épura da fig. 133 onde marcamos M'N' = A'B' e MN = AB e do mesmo 
sentido, ou seja, no sentido da seta. 


Seja agora a épura de fig. 134. Dado um 
ponto (J), traçar por ele uma reta parale 
la a uma reta de perfil (A)(B). Veja-se 
que neste caso a reta tem suas projeções 
lidas em sentido oposto, isto é, A'B' para 
baixo (seta 1) e AB para cima (seta 2). En 
tão, da projeção J' traça-se J'M' no mes 
mo sentido que-A'B', isto é, para baixo e 
JM para cima. Então a reta (J)(M) é para 
lela à reta (A)(B). (Observar que os com 
primentos devem ser iguais: J'M' = A'B! e 
JM = AB). 


Fig. 134 


Há ainda outro critério para verificação 
do paralelismo de duas retas de perfil, 
quando situadas em planos distintos. Basta 
que se unam em cruz os pontos extremos 
das projeções como indica a fig. 135, de 
terminando-se duas retas quaisquer auxilia 
res, as quais, se forem concorrentes, as 


Fig-135 
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de perfil serão paralelas e se não forem concorrentes, as de perfil não serão parale 
las e sim reversas. Em outras palavras, se o ponto de cruzamento das projeções ver 
ticais M' e o de cruzamento das projeções horizontais M estiverem numa mesma IJ 


nha de projeção, as retas dadas são paralelas; no caso contrário como na fig. 134, 


as retas dadas são reversas, porque M e M' não se situam na mesma perpendicular à 
linha de terra. A linha de projeção que parte de M' e que deveria cair em M,está 


interceptando as retas auxiliares na projeção horizontal, em 1 e 2, o que significa . 


não serem paralelas as retas dadas. 


Fig. 136 
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i i ` e (C)(D), ambas com a mesma abscissa porém uma, 
E pa pai ii a Ent outro no 3º e (C)(D) com um ponto no AR 
aged no 19 diedro, que desejamos saber se são paralelas ou concorrentes Mis 
137). Operando-se o rebatimento, verifica-se que (A (Bj) e (C,)(D,) são parale- 
las, O que significa que as retas (AJ(B) e (C)(D) também são. 


Fig. 137 
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Vejamos ana exemplo mais: as retas (A)(B) e (C)(D) que possuem: ponto (A) no CONCORRÊNCIA DE TETAS READ UMB : aiii 
plano (19% ponto (B) no plano( Tp); ponto (C) no plano (77) e ponto (D) no pla 
noT - Verificar se tais retas são paralelas ou concorrentes e neste oh 


: s dyas maneiras de verificação: 
mo caso, determinar o ponto de interseção (fig. 138) Temos dt ç 


eeo pelo rebatimento; 


eco pelo emprego de retas auxiliares. 


Sejam, na fig. 139, as retas (A)(B) de perfil e (C)(D) qualquer. Rebatendo -se a 
reta de perfil, a verdadeira grandeza é (A j)(B,). A seguir verifica-se se o ponto 
(M) que pertence à reta qualquer, pertence também à reta de perfil. Se isso ocor 
rer — como ocorre no caso porque (M,) está sobre (AD(B), — as duas retas 
são concorrentes. 


Fig. 138 


Operando-se o rebatimento do plano de perfil que contém as retas (A)(B) e (C)(D), 


obtemos as retas (A )(B}) e (C))(D,) 
é vi . ue concorrem M O di E 
Projeções M e M' MA es em (My) no 39 dliadro a cujas 
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No outro caso, pelo emprego de retas auxiliares procede-se do seguinte modo: 


Sejam (A)(B) de perfil e (C)(D) qualquer que em épura se cruzam em (O) Se o 
ponto (O) que pertence à reta (C)(D) pertencer também à reta de perfil setä então 
comum às duas retas e elas serão concorrentes. Tomam-se dois pontos quiser 1 
e 2' sobre a projeção vertical C'D' da reta qualquer que fornecem 1 e 2 sobre a 
horizontal correspondente. Esses pontos são unidos a pontos correspondentes da reta 
de perfil formando duas retas auxiliares, de projeções 1'B' e 2'A! no plano verti- 
cal e IB e 2A no plano horizontal. Verifica-se no caso que o ponto M' (de con 
corrência das duas projeções verticais l'B' e 2'A') e o ponto M (de concorrência 
das duas projeções horizontais IB e 2A) estão numa mesma perpendicular à linha 
de terra, isto é, numa mesma linha de projeção, o que configura a concorrência 
das duas retas dadas. 


Aseguira parte prática do Capí 


tulo II com numerosos exercícios. 
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e Exercícios referentes ao capítulo Il 


16 e Dar a épura das retas (A)(B) e (C)(D) e defini-las quanto à posição. 
(A) [1;2;1] 
(8) [3;1;3] 
(©) [-3;-2;-2] 
(D) [0;-2;3] 


SOLUÇÃO: (fig. 141) 


A reta (A)(B) é qualquer no 19 diedro. 

A reta (C)(D) é uma frontal (projeção horizontal paralela e 
projeção vertical obliqua à linha de terra). O ponto (C) esta 
no 39 diedro e o ponto (D) no 29 diedro. 


Fig. 141 


To Traçar uma horizontal distante 2 cm do plano (1) contendo um ponto (A) no 
bissetor do 19 diedro e outro ponto (B) no (tg . 
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SOLUÇÃO: (fig. 142) 


Se a reta e horizontal e tem 
que estar distante 2 cm do pla- 
no horizontal e porque as cotas 
de qualquer de seus pontos são 
iguais a 2 em, Então A'A, = 
BB'= 2 cm. Se um ponto esta con 
tido no bissetor é porque afas- 
tamento e cota sao iguais, mar- 
cando-se então AoA = AGA"! „fican 
do o. ponto (A) no bissetor do 
19 diedro. Se um outro vonto(B) 
esta contido no., semiplang ver 
tical superior, sua projeção ho 


rizontal estã sobre a linha de. 


terra. A reta (A)(B) é solução. 


18 e Traçar a épura de uma reta (r) com um ponto no plano (rr Je outro no 3º 4 


diedro, e determinar os seus traços. 


SOLUÇÃO: (fig. 143) 


Traça-se um ponto (A) no plano 
(mz) e outro (B) no 39 die- 
dro“ tudo arbitrariamente; unin- 
do-se as projeções de mesmo no- 
me desses pontos, têm-se as pro 
jeções da reta. Quanto aos tras 
gos, sendo o ponto (A) do Cri ) 
sera ele mesmo o próprio trato 
vertical cuja projeção horizon- 
tal V estara sobre a linha de 
terra. Para o traço horizontal 
e “Suficiente prolongar a proje- 
ção vertical r' da reta ate a 
Linha de terra, onde se tem H' 
de onde, uma linha de chamada 
nos dará, na interseção com o 
prolongamento da projeção hori- 
zontal r da reta, o traço hori 
zontal (H) em pd ai com 
sua projeção horizontal. 


PRÍNCIPE 
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49 e Dada a reta (A)(B) pede-se: 


SOLUÇÃO: (fig. 1 


a) 


b) 


e) 


d) 


a) sua épura; 
b) seus traços; 


c) os diedros que ela atravessa; 
d) a sua posição no espaço. 


(A) [0; -2; -1 ] 


44 e 145) 


B) [4; 


2425] 


Locados os pontos, têm-se em A'B' e AB a epura pedida. 


de acordo com a regra ja descrita, 
cos da reta e suas respectivas projeções, 
verifica-se na epura que a reta de projeções AB e A'B! 


sue: 
- o segmento 
- o segmento 

ços) no 29 
- o segmento 


têm- se em V' 


de prolec as BV e B'V' no 19 diedro; 


de projeções VH e V!'H! 


diedro; 


(segmento entre os 


de projeções AH e A'H' no 39 diedro. 


em consequencia do item anterior, a fig. 


tuação da ret 


Fig. 144 


a no espaço. 


B’ 


145 mostra a 


Fig 145 


e H os 
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tra 


pos 


si- 


(8) 
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20 e Um ponto (A) está situado no 29 bissetor. Ped 
contenha o ponto (A). 


(A) [3;1,5;2] 
(B) [-0,5;3;2] 
O [57779] 


SOLUÇÃO: (fig. 146) 

Do ponto (A) sô é conhecido o afastamento; mas como 
bissetor, 
marcada para cima da linha de terra porque então o 
sttuaria no 19 diedro e por conseguinte não estaria 
setor como ë dado no problema. Se a reta (B)(C) tem 
ter o ponto (A), 
as do ponto (A) prolongando-as até 
chamada de abseissa igual a 5 em, 
e E! 


o encontro da 


A reta de projeções BC e B'C!' & a solução. 


Fig. 146 


21 0 Traçar a épura de uma reta qualquer (A)(B), com o ponto (A) 
e o ponto (B) no Plano (7 © ), e passando por um ponto (C) 


CO [2;1;1] 


e-se traçar uma reta (B)(C) que 4 


a cota evidentemente serã a mesma e não pode 


e suficiente unir as projeções do ponto 


onde teremos as projeções cl 


no plano (r ,) 
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coLUÇÃO: (fig. 147) 


de acordo 


o onto (C) 
poca-se © P dadas. Toma- 


ordenadas 
Et pa TED e ja nte o ponto (4) 
po na no € $ ; unindo-se as 
ae D ac ê prolongando-se a 
g linha de terra, teremos at 
a rojeção horizontal B, de on- 
ý P evanta se a linha de chama 
E BB! situando-se B' na inter- 


7o com o prolongamento A'C!'. 


esta seçã 


ponto sem 
no 29 bis. 
que con-. 
(BJ 
de 


Fig. 147 


linha 


i tas : 
22 oTraçar as épuras das seguintes re 
i a) de uma vertical distante 2 cm do plano(m "Je com um ponto 


no (7 ); Á , 
b) de uma frontohorizontal mais perto do plano(m ')do que do 
plano (r) . 
SOLUÇÃO: (fig. 148) 
5 ; > B) no plano 
A)(B) č vertical e possui o ponto ( 
ai A j i . Esta distante 2 em do plano (mn') porque o 


seuafastamento esta e essa distância da linha de terra. 
A projeção vertical A! é tomada arbitrariamente. 


do que do plano (n) é 
reta (r) 


- š 1 
b) Se a reta estã mais perto de (n') d 
porque seu afastamento e menor que sua cota. 
soluciona. 


74 


23 e Usando uma só: linha de terra, traçar as épuras das seguintes retas no 19 die 4 


SOLUÇÃO: (fig. 149) 


a) 


b) 


ce) 


d) 


PRINCIPE | 


dro: 


a) de perfil, toda no (B7) e possuindo um ponto na linha de | 


terra; 7 
b) de topo, com um ponto Hb qa outro no(B. ); 


c) qualquer, com um ponto no( T | distante 1,5 “em de (1) el 


outro no (T istante 2 cm de™( n!) 
d) de uma horizontal de cota nula. 


marca-se um ponto (A) no bissetor (afastamento e cota igua | 
ts) e um ponto (B) sobre a linha de terra. A reta (AJ(B) eum 


de perfil e soluciona. 


marca-se um ponto (Ç) situado no plano (mL) e um ponto (D) + 


no (B ). A reta (C)(D) de projeções CD eCC'D' soluciona. 


marcatse um ponto (E) situado em T com q cota 1,5 em 


que e a distancia dele ao plano horižontal (T) e outro pon 
to (F) situado no (T Z com o afastamento dado de 2 em. . À 
reta (E) (F) e a soluçao. 

se a cota e nula, a horizontal pedida estã no plano (1) e 
portanto sua projeção vertical coincide com a linha de ter 
ra. A reta (M)(N) e a solução: 
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24 e Traçar a épura de uma reta situada no 19 diedro, que atravesse os 2º e 49 
diedros. 


SOLUÇÃO: (fig. 150 e 151) 


No primeiro exercício desse tipo, estudaremos o raciocinio a 
seguir e traçando no espaço (fig. 150) a posiçao da reta. Ob- 
servamos que a reta atravessara.o plano horizontal TA? para 
passar ao 49 diedro, prolongando-a no sentido (A)(B),Cisto e, 
de (A) para (B); atravessara o plano vertical Ta)para pas- 
sar para o 29 diedro, prolongando-a no sentido (BJ(A), ou se- 
ja, de (B) para (A). e 

Em epura (fig. 151), basta que a reta tenha suas projeções de 
tal forma em relaçao a linha de terra, que os traços sejam de 
terminados em sentidos contrarios, tisto e, prolongando-se a 
projeção vertical A'B! no sentido de A! para B'ea projeção 
horizontal de B para A.Verifica-se, comparando-se as duas fi- 
guras, que a reta (A)(B) atravessa o plano vertical no senti 
do (B)(A) passando para o 29 diedro apos o seu traço vertical 
(V) e o plano horizontal no sentido (A)(B) passando para o 49 
diedro após o seu traço horizontal (H). 


Fig.150 
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25 o Traçar a épura de uma reta situada no 1º -diedro que atravesse o 49 e 39 dif 
edros. E 


SOLUÇÃO: (fig. 152 e 153) 


No espaço, a reta esta na posição indicada pela fig. 152.Nes- 
se caso, observa-se que a reta atravessa os dois planos - ver 
tical e horizontal - no mesmo sentido, ou seja, sentido de(4) . 
para (B) e ainda que, para passar para o 49 diedro, ela atra- 
vessara primeiro o plano horizontal (m para depois furar oA 
plano vertical (n!) a fim de passar para o 39 diedro. Entãoa 
epura (fig. 153) “deverá estar de tal modo, que os traços se- 
jam determinados, prolongando-se as projeções da reta no mesmo . 
sentido, isto e, 4! para B! e também A para B. A 
Se acharmos os traços da reta da fig. 153 se constatarã queii 
ela satisfaz ao pedido. 


Obs: Na fig. 153 as, duas projeções da reta serão prolongadas | 
para a esquerua da epura para a obtenção dos traços. Isso | 
porem não é regra, porque pode-se também prolongar para + 
a direita, como vemos na figura 154, onde a reta (r) tam | 
bém satisfaz ao mesmo problema e entretanto suas proje- |. 
ções serão prolongadas para a direita da epura. Isso por | 


tanto, não importa, porque o necessário é que as proje- . 
çoes da reta satisfaçam à dupla condição: 
19) traços obtidos prolongando-se as projeções no mesmo A 


sentido; 


29) projeção vertical encontrando a linha de terra antes 
da projeção horizontal. 
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26 o Traçar a épura de uma reta no 3º diedro, atravessando o 49 e 19 diedros. 


ta aparece no espaço conforme a fig. 155, onde se verifi- 
seus traços serao obtidos prolongando-a num mesmo sen 
He ag a épura (fig. 156) deve satisfazer a primetra con 
e ” terior. 
mer da a parte entretanto, ha uma diferença em rela- 
Quanto xercicio anterior, pois agora a reta fura primeiro o 
dp pie passando para o 49 diedro e atravessa depois o 
nd horizontal para passar para o 19 diedro. Nesse caso en- 
Re traço que se obtem primeiro e o vertical, e dat a epu 
tas 156) assinalar que é a projeção horizontal que deve 
pd primeiro a linha de terra. 


A re 
ca q 
tido. 


e 


S' 


Fig156 


Fig. 155 


27 o Traçar a épura de uma reta no 49 diedro, atravessando o 19 e 3º. 


SOLUÇÃO: (fig. 157) 


Traçando-se a posição da reta 
no espaço, verifica-se que ela 
fura os dois planos de projeção 
em sentidos opostos. Em face ao 
que ja foi exposto, não havera 
a mínima dificuldade no traçado 
4 epura (fig. 157), cujos tra- 
$0s, se determinados, confirma- 


Fig. 157 
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28 o Preencha as lacunas : 


1) 


2) 


3) 


4) 


6) 


7) 


8) 


9) 


10) 


Obs. 


: À solução deste exercício está no fim deste capítulo, após a solução do exer | 
cício nº 52. 


A projeção de uma reta sobre um plano só deixa de ser uma reta quando .... 


Ro ad O o id a ig 6 co 


SRA pra cor SR 9 SOL RO E 
TOONE AE ne ADE rs ao ol tt E EA a Ea io td a E a a tai alia aa ig sia o PD 


SOA SE oe a ia (66 care ta io a a ur e a a a aa 


Se duas retas de perfil possuem abscissas diferentes elas serão, uma em rela- 


ção a DURA) su remi ndwericeneniniosn OU vinens 


EEEE TERETE EEE ec... 


Uma reta que possua afastamento e cota constantes chama-se 


Quando as duas projeções de uma reta se encontram em um 


que o ponto pertence ao 
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Por um ponto (A) [2; 2; 2] traçar uma reta (A)(B) paralela a uma reta 
C)(D). 
29 © dada (C)(D) e) [0; 2; 2] 


©) [-1; -1; 3] 
(D) [3; 0; -1] 


8 


(ftg. 158) 


Locados os dados,observa-se que 


SOLUÇÃO: 


eta (C)(D) possui um ponto 
(0) no 29 diedro e ponto (D) 
no plano (mi suficiente 


pois, traça? por A" e por As pes 
pectivamente, as projeções A!'B 

e AB, paralelas as projeções de 
mesmo nome da reta (C) (D).0 pon 
to (B) tera suas projeções na 
linha de chamada que passa pela 
origem das coordenadas, por ser 


a abscissa desse ponto igual a 
zero. A épura da fig. 158 E a 
solução. a 


Fig.158 


30 e Por um ponto (A) traçar uma reta paralela à reta (BJ(C) dada. 
A) [2,5; 1,5; 1,5] 
6) [0;-145;3] 8 
© [2,5;0; 0] 


SOLUÇÃO: (Ptg. 259) 


Locados 'o ponto e a reta dados, 
nao havera dificuldade nenhuma 
em se traçar a reta (r), sendo 


” paralela a B'C'er paralela 
a BC. = 


81 
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Jo: (fig. 162 e 163) 
31 e Traçar a épura de uma reta (A)(B) que no espaço tem a posição indicada na SOLUÇA f 


rdenadas, une-se 
fig. 160, sabendo-se que o ponto (A) pertence ao plano (a) tocados todos os pontos dados pelas suas coo > 


é a projeção horizontal da reta pedida, nao o aa A 
sds mesmo com as projeções verticais dos pontos | pa 
de er desconhecida a cota do ponto (D). A projeção 
e (D) por iB no ponto I, que por uma linha de, chamada for 
n mo APBA, É suficiente então unir C'I' que da a co- 
nece 1 Paa Linha de chamada correspondente. A reta piiri e 
po Eu A que no espaço tem a postçao indicada na fig. 
pois 


163. V'=(V) 


Fig.160 
SOLUÇÃO: (fig. 161) 


É dada a fig. 160, onde a reta 
(A)J(B) tem o ponto (A) no (Bp) 
e o ponto (B) no (n,),ponto es 
se que em consequentia e o seu 
traço horizontal. Em epural fig. 
161) toma-se arbitrariamente o 
ponto (A) no 29 diedro e 29 bis 
setor e o ponto (B) no Cn) 
Unindo-se as duas projeções À de 
mesmo nome, temos em (A)(B) a re 
ta pedida. 


B=(H) 
Fig.161 | 
32 e Dada a reta (A)(B) e um ponto (C), traçar pelo ponto uma reta (C)(D) que en D) 
contre (A)(B). Mostrar como fica situada a reta pedida: em relação aos planos . 
de projeção. 
(A) Lo; 3; 1] 
m Ceria] (CÌ:(H) 
©) [4,5; 3,5; 0] 


(D) [3; 0,5; ?] 
Fig. 163 
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33 e Traçar duas retas (A)(B) e (C)(D) concorrentes, destacando os segmentos que l 
se situam no 1º diedro. | 
(A) [-2,5;1;3] 


(8) [6; -2; -2] 
(CO) [6;1,5;83] 
D) Lo; 2; -4 | 


34 e Por um ponto (A) traçar duas retas concorrentes, paralelas respectivamente a 
duas retas dadas (F)(G) e (M)(N). 


(A) [5;4,5;3] 
F) [-2;0; 4] 
(6) [ 6,5; 3; -3] 
M [-1;3;5] 
N) [1;0;0] 


SOLUÇÃO: (fig. 164) 
soLUÇÃO: (fig. 165) 
Locadas as retas dadas e também o ponto dado, basta traçar pe 


las projeções do ponto, as retas (r) e (rı) paralelas respec- 
tivamente às retas (F)(G) e (M)(N). 


Não é conhecido o afastamento do ponto (D); em consequência + 
não é conhecida a projeção horizontal CD da reta (C)(D). Ag R 
projeções verticais das duas retas, A'B! e C'D' cortam-se em A 
E" que faz conhecer E sobre a projeção horizontal AB da reta | 
(A)J(B). Une-se CE e prolonga-seate encontrar D na linha de T 
chamada correspondente. As retas (A)(B) e (C)CD) são concor- |. 
rentes e solucionam. Para destacar os segmentos no 19 diedro, 
e suficiente a determinação dos traços verticais de ambas as IR 
retas e assim AV e A'V! na reta (A)(B) e CVy e C'V'; na reta 
(C)(D) são os segmentos pedidos. | 


D 


M' 


g” 
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35 e Por um ponto dado (A), traçar duas retas (A)(B) e (A)(C) paralelas respectiva | 
mente às retas (D)(E) e (F)(G) que se cortam, sabendo-se que (F)(G) é verti 


cal. 


a [-2;2;3] E) [5;-3;-2] 
e) [o; ?; ?] F) [3;2;0] 
(o) [-2; ?;1] C) [3; ?; -3] 
(D) [1;0;-1,5] 


SOLUÇÃO: (fig. 166) 


Não são dados os afastamentos de (F) e de (G). Mas, para que | 


duas retas se cortem quando uma delas d perpendicular a um dos 


planos de projeção, é suficiente que a projeção puntual de u= 
ma das retas se situe sobre a projeção de mesmo nome da ou- 
tra. (Ver 39 caso de concorrência de retas, figuras 108 e 109). 
Então, a projeção horizontal FG, (que é um ponto porque a re- 
ta é vertical), se situa sobre ED que é a projeção horizontal 
da reta (E)(D) concorrente com a reta (F)(G). Basta poís,que | 
do ponto (A) se tracem as projeções AB e A'B' paralelas res~ 
pectivamente às projeções de mesmo nome das retas (DJ(E) el 
(F)(G) e que sao as retas pedidas. (no caso dado, A = C pormi 


que F = G, nada sendo necessario traçar). 


B' 


Fig. 166 
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36 e Por um ponto (A) traçar uma reta paralela a (B)(C) e que pertença ao(B. ). 
a [-1;2; 2] f 
(8 [1;0;0] 
c) [-2;0;0] A m 


SOLUÇÃO: (fig. 187) 


A reta dada (B)(C) esta sobre 


mm! (linha de terral; logo, a 
reta pedida tera que ser uma 
frontohorizontal. 8S0 é dado o 


afastamento do ponto(A), mas co 
mo a reta pedida tem que ser do 


bissetor, então a cota de (A) é 
q mesma que o afastamento, e a 
reta (r), de projeções re nr! é P 
a solução. ; 
Fig 167 


37 o Completar a épura abaixo (fig. 168), sabendo-se que (C) pertence a (A)(B): 


> 


9 
[gh 
O 


Fig.168 


9 A solução encontra-se no fim d př p! 
este ca Ttulo apos a ol r 
( ) S! uçao do exercicio 


85 PRINCIPE 


380 Traçar a épura de uma reta (A)(B) simétrica de (C)(D) em rela 
© [1;2;3] 
(D) [6;4;1] 


ção ao plano(z 


SOLUÇÃO: (fig. 169) 


Recordando-se o estudo de simetria de pontos, traça-se o pon- 
to (A) eimetrico a (C) e (B) simétrico a (D). A reta solução. 
apresenta a mesma projeção horizontal da reta dada e A'B' e a. 
sua projeção vertical, A 


c 


Uma reta frontal possui constante as cotas de todos os 
seus pontos 


Toda reta paralela a um dos 


c planos de projeção é perpen- 
dicular ao outro. 


Quando duas retas possuem projeções puntuais sobre o 
mesmo plano de projeção, elas são paralelas. 
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Duas retas de perfil com a mesma abscissa são paralelas 
ou reversas. 


Quando um ponto possui suas projeções sôbre as de mes- 
mo nome de qualquer reta, ele pertencerá à reta, sem 
exceção. 


Duas retas concorrentes são sempre coplanares. 


Quando uma reta de perfil é perpendicular à linha de 
terra, seus traços coincidem. À 


Quando duas retas são concorrentes as suas projeções 
sobre um mesmo plano de projeção serão também sempre 
concorrentes. 


O paralelismo das projeções de mesmo nome de duas retas 
de perfil, embora necessário não é suficiente para se afir- 
mar serem elas paralelas. 


As retas que só possam ter segmentos em dois diedros são : 
horizontal, frontal, vertical, de topo e de perfil, quando 
perpendicular à nr ! 


Obs.: As respostas aos quesitos estão no fim do Capítulo Il, após a solução do e- 
xercício 37 


400 Dada uma reta (A)(B) de perfil, pede-se: 


a) sua verdadeira grandeza; 
b) os diedros que atravessa. 


(A) [0;3; 53] 
(6) [2;1;2] 


SOLUÇÃO: (fig. 


Locados os pontos dados e 


170) 


ope- 

rando-se o rebatimento, encon- 
tramos: 

a) verdadeira grandeza em (A 7) 
(B17); 

b) diedros atravessados: 19,20 
e 49 


41 e Mesmo exercício anterior com os pontos (A) e (B) 
(A) [ 2; -2; 3,5] 
6 [2;2 


SOLUÇÃO: (fig. 171) 

De modo inteiramente identico 
ao exercicio anterior, encontra 
mos: 


1) verdadeira grandeza em (47) 
(Baii , 

b) diedros atravessados: 19, 29 
e 40, 


13} -1,5 ] 


PRINCIPE 


Fig.170 


na seguinte situação: 


(Ag) 


Fig.171 


42 e Determinar os traços da reta (A)(B) sabendo-se que (A) pertence aol Pp} (B) 


está no (17) . 


(A) [3; ?; 2,5] 


B) [3; ?; -2] 


SOLUÇÃO: (fig. 172) 

Do ponto (A) não foi dado o a- 
fastamento. Mas, nao era mesmo 
necessario ser dado porque se 
disse que ele pertence ao CB) 
e por isso facilmente marca-se 
a projeção que faltava. Do mes- 
mo modo o ponto (B), sabendo-se 
que pertence aol T. )3 é locado 
facilmente, mesmo řao sendo dado 
o afastamento o que tambem nao 
era necessario. O traço vertit- 
cal coincide com (B) e o traço 
horizontal e H após o alçamento. 


(Ap) A'A 


8z(v) 


Fig 172 


43 e Conhecendo-se uma das projeções de um ponto (C) sobre a reta (A)(B), de- 


terminar a outra projeção do ponto. 


(A) L-1; -3; 


SOLUÇÃO: (fig. 173) 
Efetuando-se o rebatimento ja 
Conhecido, temos em (Aj)(Bj) a 
verdadeira grandeza da reta da- 
da e sobre ela o ponto (C1), ob 
tido por uma paralela à linha 
de terra traçada da projeçao co 
"hecida (proj. vertical). Desfa 
zendo-se o rebatimento, temos em 
Ca projeção pedida. 


AB! 


44 e Mesmo exercício anterior, porém, sem utilizar rebatimento e os pontos na se 


q 


guinte posição: nos di 
e) [0;3;2] 
C) [0;2; 9] 


SOLUÇÃO: (fig. 174) 


Locada a reta (A)(B) e a proje- 
ção horizontal do ponto, empre- 
gamos a relação ja conhecida 
(ver fig. 124) 


É = im 
BA" B'A 
r r 
donde B'C! = Asa e subs- 
tituíndo pelos valores, vem: 
1 x 8 
r l z 
Bg po pi 
Marca-se entao B'C!' = 1 sendo 


B'C!' sobre B'A!, porque um pon- 
to para pertencer a uma reta 
de perfil, tem que possuir suas 
projeções sobre as corresponden 
tes da reta, embora a recíproca 
não seja verdadeira. 


45 e Por um ponto (C) traçar uma reta (C)(D) paralela a uma reta (A)(B). 


(A) [2;-3;3] 
(8) [2;1;1] 
(©) [454 1,842] 


s 
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soLUÇÃO: (figs 175) 


«esta dos a reta e o-ponto 
do-se os planos em que-estao conti 
pr A (Aj)(B,) e (Cı). Por (C1) traça-se (Cq)(D J pa- 
ente a (41) (B7), sendo o ponto (Dj) marcado arbi raria 
pois: nenhuma condição foi imposta a yo P Desfei 
timento do plano que contem o ponto C1) teremos as 
e e D e D! do ponto (D) e a reta pedida sera (C)(D) da- 
a pelas projeções CD e C'D"', 


pebaten 
dados 3 
ralelam 
mentes 


(AD) AA! 


H 


Fig. 175 p 


46 “Dá-se uma reta de perfil (A)(B) e um ponto (M) no mesmo plano da reta. Pe 
de-se traçar por (M) uma reta (M)(N) de 2 cm e paralela a reta (A)(B). 


(A) [0;1;1] 
e) [0;3;3] 
©) L?; 5; 5,5] 
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SOLUÇÃO: (fig. 176) 


Não é dada a abscissa do ponto (M),mas como ele estã situado 
no mesmo plano de perfil em que esta contida a reta (A) (B), 
conclui-se que sua abscissa serã a mesma dos pontos(A) e (B) 
Rebatido o plano de perfil que contem a reta, obtêm-se 
(A1)(B1) e (M1) e por esse ponto (M1) traça-se paralelamente 
a (A1) (B1) o segmento (M1)(N1) de 2em de comprimento,pois 
(M1) (N1), como ja sabemos exprime a verdadeira grandeza do 
segmento (M)(N). Desfeito o rebatimento, temos em MN,M'N! as + 
projeções da reta pedida. (Hã uma 2a. solução não figurada 

na epura 


soLUÇÃO: (figo 172) 


s pontos (A) e (B) são equidistantes da linha de terra,e- 
— “definem uma reta de perfil perpendicular a TT', E o ponto 
A serāä;portanto, simétrico ao ponto (A) em relação a 17"! 
E o, a sua abscissa sera a mesma do ponto (A) e as outras 
epi do q iguais em grandeza mas de sentidos contrários as 
pio (A). O vebatimento do plano de perfil fornece em(A,) 


(Bj) O segmento pedido. 


M Fig. 176 


47 eDão -se dois pontos (A) e (B) equidistantes da linha de terra e situados em um 
plano de perfil. Qual a posição do segmento retilineo (A)(B) que une esses 


dois pontos ? 
(A) [3; 3,5; 3,5] 
e [2;2; 9] 


48 eTraçar a épura de duas retas de perfil (A)(B) e (C)(D) paralelas, sem recorrer 
ao rebatimento : 


(A) [0;1,5;3] C) [4;1;2] 
(8) [0;3;0] (D) [4;2; 2] 
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m ponto (M) traçar uma frontal que encontre o plano horizontal a 3,5 
u 
m» aa de um ponto (A) desse plano. 


(M) [0;1;2] 
(A) [4; -2; 0] 


SOLUÇÃO: (fig. 178) 


Locadas as retas dadas, traça-se 
a reta auxiliar BC, B'Cr!, Traça 
se também a projeção horizontal 
AD, que corta BC no ponto 1 e 
faz conhecer 1! sobre rgt, = 
nindo-se A'1' e prolongando-se, 
tem-se D! sobre a linha de cha- 
mada da reta CD, C'D'. (ver a 
figa 185), As retas (A)(B) e 
(C)(D) são paralelas. 


soLUçÃO: (fig. 180) 


$m- t AA', este.situado no 
j ontos, obtém-se MM e. " _ 
ep E! om SENTIS dt A = (A) e rato 3,5 em pia a 
heag o ani e pela projeção. horizontal o mom 
ao a linha de terra, a p 
atelamente a Linha £ E e 
a, ) tarã o arco de círeulo nos pontos 
ontal que intercepta A Eta À 
Ep Semi esses que dão a-conhecer H' e Hj respect j 
linha de terra. S . 
iamos admite duas soluções: retas (M)(H) e (M)(H;), cujas 


projeções são MH, M'H' e MH}, M'H'4. 


Fig.178 


49 Traçar uma reta de perfil (A)(B) que encontre uma reta (C)(D). 
(A) [2; 3,5; 3,5] © [1;2;1] 
(8) [2;1; 2] (D) [6;1;3] 


A 
SOLUÇÃO: (fig. 179) 


Loca-se a reta qualquer (C)(D) 
e o ponto dado (A) e verifica- 
Se que as projeções horizontais 
AB e CD se interceptam em I que 
fas conhecer I! sobre C'D' pois 
e evidente que (I) pertence a 
(C)(D). 

Rebatido o plano de perfil em 
que esta contido o ponto (A),ob 
tem-se (47) e (Ig). Une, ~ se 
(41) (I1) e prolonga-se ate (Bı) 
na perpendicular à linha de ter 


Fig. 180 


51 e Por dois pontos (A) e (B), traçar duas retas paralelas, sabendo-se que a reta 


= que une os seus traços verticais, tem uma direção dada (C)(D). 
ra proventente do rebatimento ; [1; 0: -5 5] 
da projeção horizontal B, e que c (A) [ o; 2; 4] (C) 10 a 
da a conhecer B! na mesma linha :0;4 
de chamada de B. A reta (A)(B), (B) [6 ;?i -2 ] (D) [ 4,5; 


de perfil, pelas suas projeções 
A'B!, & 


> e a solução 
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SOLUÇÃO: (fig. 181) 
Locados os pontos, traça-se a reta (C)(D) de projeções CD, C'D ON soLuUçÃO: (fig. 182) 
Traçe-se a seguir a reta (A)(V) que tenha o seu traço verti-. 
cal V! sobre C'D! (a projeção vertical A'V' com qualquer in- E 
clinação). Por B' traça-se a projeção vertical B'V; paralela. do-se que (B) esta sobre (C)(D); determina-se facilmente a pro 
à projeção A'V! e por Via projegao VI1B paralela a AV.Fica as- jeção vertical B'. Conhecendo-se essa projeção vertical B!tra 
sim determinado o afastamento do ponto (B) que não fbra dado, ça-se a projeção vertical pedida. fds. 


e as retas (A)(V) e (B)(V1) são paralelas e têm traços verti- 
cais sobre (C)(D). o 


prebate-se o plano de perfil que contém a reta (C)(D) e saben- 


(Da) o 


P, 


Fig.182 


SOLUÇÃO DO EXERCÍCIO 28: 


1 
a reta for perpendicular ao pl = 
q A a É ano e neste 
i projeção serã um ponto. p caso entao a 
l Ea 
i possut ieço raas, 
y tes a projeções sobre as projeções corresponden- 
52 eConhecida a projeção horizontal da reta (A)(B) e a projeção vertical de um] ja » exceto quando a reta for de perfil. 
dos seus pontos, determinar a projeção vertical da reta sabendo-se que O 90) Pati yp ao plano vertical de projeção e oblíqua ao hori 
tro ponto pertence a uma reta; de perfil (C)(D). a a e projeçao. = 
= Peta qual ; 
A) [-1;5;3] (0) [2;3;-3] o qualquer passando pela linha de terra. 


estão nu 
m mesmo 
rentes. plano, podendo ser paralelas ou concor- 


e) [5; 1,5; ?] D) [ ?; -2; 3,5] 


6 - paralelas ou reversas. 


? - paralelas entre si. Exemplo: 


topo. 
8 - verdadeira grandeza. 
- frontohorizontaLl. 


10 - bissétor par. 


SOLUÇÃO DO EXERCÍCIO 87: (fig. 183) 


Na fig. 168 são dados: pro- 
jeção vertical de (A); pro 
deção horizontal de (B) & 
projeções em coincidência 
do ponto (C). Pede-se eom- 
pletar a êpura. 

Traçam-se as linhas de cha 
mada por A! e por B,porque 
evidentemente as projeções 
A e B’ não dadas nelas se 
sttuarão. Como diz o pro- 
blema que o ponto (C) per- 
tence a reta (A) (B), une-se 
BC e prolonga-se até A na 
linha de chamada baixada 
de A'. Tem-se assim AB. 
Da mesma forma une-se A'C"! 
e prolonga-se, obtendo-se 
B', e assim completando-se 


- 


a epura,. 


SOLUÇÃO Do EXERCÍCIO 39: 


QONGA NK 


ta 


QAMANAmMMAaAmWy 


A 


Fig. 183 


RESPOSTAS 


retas verticais ou retas de 


APÍTULO 


O Estudo do plano. Traços do plano 
@ Posições do plano 
O Pertinência de reta e plano 

O Pertinência de ponto e plano 

@ Retas principais de um plano . 

@ Retas de máximo declive e máxima inclinação 
@ Elementos geométricos que definem um plano 
@ Retas de planos não definidos por seus traços 
@ Paralelismo de retas e planos 


€ Exercícios 


© Estudo do plano. Traços do plano 


i ária sições em rela 
Tal como vimos no estudo das retas, um plano pode ocupar a posiç a 
ção aos planos de projeção, tomando em consequência nomes diferentes. 


Traço de um plano é 
a interseção desse pla 
no em outro. Entre 
tanto, emprega-se ge 
ralmente a expressão 
“Traços do Plano" pa 
ra exprimir a interse 
ção desse plano com 
os planos de projeção. 
Assim, na fig. 184, o 
Plano (a) intercepta 
o plano horizontal 
(1) segundo a reta 
AT ; o mesmo pla 
ho (a) intercepta o 
Plano vertical(m ') se 
9undo a reta am ".En 
tão as retasat ean? 
são os traços do pla 
no (a) . Os traços 
de um Plano são de 
Signados por uma le 
tra do alfabeto grego 


Fig.184 
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que individualiza o plano considerado, seguida da outra letra grega que individua 
liza o plano de projeção, isto é, (n) ou (7!) conforme se trate de plano hori 
zontal ou plano vertical respectivamente. Então, na fig. 184, como o plano cons. 
derado é (a), tem-se: traço horizontal a reta am. e traço vertical a reta am! 
Em gera! um plano possui os dois traços, podendo entretanto possuir só um,. pois, 


quando for pàralelo a um dos planos de projeção; não terá traço nesse plano, como 
é evidente. 


As posições dos traços de um plano em relação à linha de terra são variáveis, isto 
é, podem os traços ocupar posições diferentes, conforme a situação do plano, po- 
dendo ser distintos (concorrendo ou não com a linha de terra) e coincidentes com 
mm" |. Quando os traços são distintos e não paralelos à linha de terra, eles con í 
correm. num mesmo ponto dessa linha e a épura é a da fig. 185. Na prática, nesse : 
caso, para a determinação” do plano na 
pura, são dados a abscisa do pont 
T= T' de concorrência dos traços sobre 
linha de terra e os ângulos que cada t 
ço forma com mT’, Esses ângulos são 
rientados no sentido trigonométrico (sent 
do direto ou dos ponteiros) e têm a linh 
de terra como origem. Assim, por exempl 
na fig. 185, o ângulo dear "coma | 
nha de terra é contado no. sentido da set 
l e é positivo e o ângulo de am com 
mesma linha, é negativo e contado n 
sentido da seta 2. 


Fig.185 


© Posições do plano 


Do mesmo modo que no capítulo anterior estudamos as posições das retas, veremos, 
agora as posições dos planos, seus nomes e suas épuras. 


) PLANO QUALQUER 
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: concorrendo sobre a linha de terra em um mesmo ponto. Sua épura geral- 

E apresenta como se vê na fig. 185. Entretanto pela maneira do plano se si 

pe a a épura pode aparecer em qualquer das posições indicadas na fig. 

wA pea is caracteriza o plano é possuir os dois traços oblřquos à linha de 
1 


terra, não importando como fiquem. 
1 


Fig.186 


H) Planos segundo o paralelismo em relação aos planos de projeção. 
PLANO HORIZONTAL (ou de nível) 


Esse plano, se apresenta como nos mostra a fig. 187. Basta defini-lo como " plano 
Paralelo ao plano horizontal de projeção". A épura (fig. 188) é caracterizada por 
Possuir apenas um traço, o vertical, e , paralelo à linha de terra. 


PLANO FRONTAL (ou de frente) 


No espaço, se apresenta como nos mostra a fig. 189. É o plano "paralelo ao pla 
no vertical de projeção”. Gai 
épura (fig. 190) é caracterizada por possuir também um traço apenas, o orizon 


tal, e, paralelo à linha de terra. 
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Fig.187 
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Fig. 188 
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111) Planos segundo o perpendicularismo em relação aos planos de projeção. 


Obs.: Os dois planos estudados anteriormente são também perpendiculares, cada um, 
a cada plano de projeção, isto é, todo plano paralelo a um plano de projeção se 
rá forçosamente perpendicular ao outro; a reciproca, porêm,não é verdadeira, como 
veremos nos dois planos a seguir. 


PLANO VERTICAL 


No espaço se apresenta como nos mostra a fig. 191. E o plano perpendicular ao 
plano horizontal e obliquo ao vertical. 


Fig.191 Fig. 192 


Su 
da Via (fig. 192) é caracterizada por possuir o traço vertical perpendicular à li 
e terra e o horizontal oblíquo à mesma linha. 
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PLANO DE TOPO 


No espaço se apresenta como nos mostra a fig. 193. É o plano perpendicular ao 
plano vertical e oblíquo ao horizontal. Sua épura (fig. 194) é caracterizada por 
possuir o traço horizontal perpendicular à linha de terra e o traço vertical oblíquo 
à mesma linha. É o inverso do plano vertical, anteriormente estudado. { 


ecn 


Fig.193 


Fig.194 


PLANO DE PERFIL 


No espaço se apresenta como nos mostra a fig. 195. É o plano perpendicular ao 
dois Planos de projeção. Sua épura é caracterizada por possuir ambos os traços € 
coincidência, perpendiculares à linha de terra (fig. 196). | 


CO 
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am 


LR 


Fig.195 


Fig. 196 


IV) PLANO PARALELO À LINHA DE TERRA 


Quando do estudo da reta no capítulo anterior, vimos que não existe reta perpendi 
cularjao mesmo tempo, aos dois planos de projeção, mas sim reta perpendicular à 
interseção deles, que é a reta de perfil. Mas há reta paralela aos dois planos, que 
é o caso da frontohorizonta!, paralela aos dois planos de projeção. 


No estudo do plano, observa-se o inverso. 


Não há plano paralelo aos dois planos de projeção, e sim paralelo à interseção de 
les, mas há plano perpendicular aos de projeção, que é o plano de perfil, que a 
cabamos de expor. 


O plano paralelo à linha de terra não tem nome especial. É apenas "um plano 
Paralelo à linha de terra *, e aparece no espaço como nos indica a fig. 197. 
“Srifica-se que é um plano oblíquo aos dois pianos de projeção, numa posição par 
ticular, Sua épura (fig. 198) é caracterizada por possuir ambos os traços paralelos 
à linha de terra. 


Obs.: O 


1 plano paralelo à linha de terra, conforme nos indica a fig. 197, está no 


oq; : z 
A diedro e atravessando o 2º e 49 e daí sua épura apresenta o traço veitical aci 
a e o horizontal abaixo da linha de terra (fig. 198). Mas o plano pode estar n: 


106 


Fig. 198 


posição como aparece na fig. 199, atravessando os 19, 2º e 39 diedros e nesse 
so, a épura (fig. 200) mostra os dois traços acima da linha de terra, como também 


Fig.199 
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ária ambos os traços abaixo dessa linha se o plano passasse pelos 19, 49 e 3º di 


dros podendo ainda os traços coincidir, acima ou abaixo da linha de terra. 
e | 


y) PLANO PASSANDO PELA LINHA DE TERRA 

Nesse caso, conforme mostra a fig. 201 os traços do plano coincidem com a linha 
de terra. É o caso do plano bissetor, quando for o lugar geométrico de todos os 
pontos de afastamento e cotas iguais. 


Fig.201 


Não sendo conhecida a inclinação do plano, ele só ficará determinado se conhecer 
mos outros elementos, como um ponto ou uma reta desse plano, por exemplo,o que 
veremos mais adiante. 


Resumindo o estudo das posições dos planos, temos: 


1) Planos com dois traços distintos: 


QUALQUER as Obliquo: nos dois planos de projeção. Traços oblT- 
quos ù linha de terra e concorrentes num mesmo pon 
to dessa linha. 

s) BEREID smem Perpendicular aos dois planos de projeção. Traços 


numa mesma perpendicular à linha de terra. 
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c) perca E —— Os traços distintos, ambos paralelos à linha de ter- Obs.: Essa regra sofre exceção quando se trata de um plano que passa pela linha 
LI ra. de terra, O aue veremos pouco mais adiante (fig. 229). 


d) VERTICAL = Perpendicular ao plano horizontal e oblíquo ao pla. 
no vertical de projeção. Traços distintos, sendo E 
vertical perpendicular à linha de terra e o horizon 
tal oblíquo à essa linha. 

e) TOPO ———————— Perpendicular ao plano vertical e oblíquo ao plano 
horizontal de projeção. Traços distintos, sendo o ho 

rizontal perpendicular à linha de terra e o vertical. 

oblíquo a essa linha. i 


Um plano nap a conter T determinadas retas - Vemos, por exemplo, na fig. 
202, que o plano orizontal (a) de traço am não pode conter a reta vertical (r) 

is sé há um Unico ponto comum à reta e ao plano que é o ponto (A) onde a re 
ta fura O plano. Entretanto, esse mesmo plano de traço aT "pode conter a reta 


2) Planos com um traço apenas: 


a) HORIZONTAL ——— Paralelo ao plano horizontal de projeção. Só possi 
traço vertical e paralelo à linha de terra. | 


b). FRONTAL ———— | Paralelo ao plano vertical de projeção. Só possui 
traço horizontal e paralelo à linha de terra. É 


3) Plano com traços em coincidência: 


dem seus traços. 


RETAS DO PLANO 


Já estudamos as diversas retas: qualquer, horizontal, frontal, frontohorizontal „yer 
tical, de topo, de perfil. A 


Já vimos também os diversos planos: qualquer, horizontal, frontal, vertical, de to 
po, de perfil, paralelo à linha de terra e passando pela linha de terra. A 7 
a e t 
E G cu a qual tem seu traço (V) sobre o traço vertical do plano, conforme a 
mo Pe acima descrita. Com exceção do plano qualquer, que pode conter 4 
erentes, os demais planos só podem conter três retas cada um. 


Estudaremos agora a combinação de ponto, retas e planos, focalizando a perti 
cia entre eles e as retas contidas nos planos. 


Antes de estudarmos as retas dos planos, precisamos saber quando uma reta pertence 


a um plano, ou seja: 1) RETAS DE PLANO QUALQUER 


Um pl 
ano i 
fo ie o sendo oblíquo dos dois planos de projeção, poderá conter as re 
sim no ém sejam oblíquas a eles ou, no mínimo, a um deles pelo menos. As 
* Poderá conter as seguintes retas: o 


€ Pertinência de reta e plano 


REGRA GERAL 


Uma reta pertence a um plano quando possui os seus traços sobre os traços cof es 
pondentes do plano. 


— qualquer ; 
— horizontal ; 
-= frontal ; 

— de perfil. 
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a) Reta qualquer: desde que os traços da reta estejam sobre os traços de mes 
mo nome do plano, a reta pertencerá ao plano, sem qualquer outra restrição. V 
mos na épura da fig. 203, a reta (r) pertencer ao plano de traços an, an "por 
que os traços (V) e (H) dessa reta estão sobre os traços correspondentes ao Plano, 
Já na fig. 204 a reta (r) não pertence ao plano, porque o traço (H) da reta näe 
está sobre o traço an do plano. 


Obs.: Em geral, uma reta não define um plano, porque na fig. 203, por V'e p 
H- podemos fazer passar tantos traços de planos quantos se queira. Mais adiante 
remos quais as retas que definem um plano. 


b) Reta horizontal: Uma reta horizontal não tem traço horizontal como já Vi 
mos quando estudamos traços de retas. Então, o ponto comum à-projeçãohorizon 
tal da reta e ao traço horizontal do plano será um ponto impróprio, isto é, estará 
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no infinito. Daí, conclui-se que a pro 
jeção horizontal da reta deverá ser pa 
ralela ao traço de mesmo nome do pla 
no. Quanto ao traço vertical da reta 
deverá estar sobre o correspondente do 


plano, tal como vemos na épura da fig. 


205. 
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c) Reta frontal: Uma reta frontal 


não tem traço vertical. Então o pon 
to comum à projeção vertical da reta 
e ao traço vertical do plano será um 
ponto impróprio, ou seja, projeção ver 
tical da reta paralela ao traço verti 
cal do plano. Quanto ao traço hori 
zontal da reta, deverá estar sobre o 
horizontal do plano, como nos mostra 
a épura da figura 206. 
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ul em! E 
d) Reta de perfil: Tratando-se de reta de perfil, a épura não indica a 
ples vista, se ela pertéênce-ou não a um plano qualquer. Opera-se o rebatime 
do plano de perfil que contém a reta e determina-se seus traços, os quais, se eq 
verem sobre os de mesmo nome do plano, como mostra a fig. 207, indica que a r 
ta pertence ao plano. í 
l ag 
Fig.208 Fig. 209 
b) Reta frontohorizontal: Não possuindo traços, a fronto horizontal de um 


plano horizontal é caracterizada pela épura da fig. 209, onde a sua projeção ver 
H ' 
tical r' coincide com'o traço de mesmo nome do plano ar !'. 


c) Reta de topo: Sendo a reta de 


topo caracterizada por possuir a proje 
ção vertical reduzida a um ponto ea am r's(V)=v” 
projeção horizontal perpendicular à li 
nha de terra, a épura da fig. 210 mos 
tra uma reta de topo (r) com a sua pro 
jeção puntual r' sobre am", coinciden 
te com seu traço vertical. o 


2) RETAS DE PLANO HORIZONTAL 


Como o plano horizontal é paralelo ao plano horizontal de projeção, só poder 
conter as retas que também sejam paralelas ao plano (1) e que são: 

— horizontal ; 

— frontahorizontal ; 

— de topo. Fig. 210 
a) Reta horizontal: A épura (fig. 208) se caracteriza pela coincidência A 
projeção vertical da reta com o traço am ' do plano. O traço vertical da reta E 
único que possui — está sobre o traço am 'do plano. | 


(vide figura 208 na página seguinte) 


Dee 
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3) RETAS DO PLANO FRONTAL 


Como o plano frontal é paralelo ao plano vertical de projeção, só poderá conter 


retas que também forem paralelas ao mesmo plano (r ' ) e que são: 


— frontal ; 


— frontohorizontal ; 


— vertical. 


a) Reta frontal: A projeção hori- 
zontal da reta (r) coincide com o ni 
co traço do plano, que é o traço ho 
rizontal ar , onde também está con 
tido o único traço da reta, que é O 
horizontal (H). 


b) Reta frontohorizontal: Não 
há dificuldade na sua representação e a 
épura (fig. 212) nos mostra a frontoho 
rizontal (r) pertencente ao plano de tra 
ço ar. T 


Fig-2 
P’ 
cr r 
Fig.212 


DESCRITIVA | 


Reta Vertical: Também não ofe 
dificuldade a sua representação. À 
pe (fig. 213) mostra uma reta (r) ver 
E a como pertencendo a um plano fron 
“i de traço AT. 


Nn r:(H):H 


` Fig. 213 
4) RETAS DE UM PLANO PARALELO ‘A LINHA DE TERRA 9- 


sendo o plano paralelo ù linha de terra, oblíquo aos dois planos de projeção, sô 
derá conter retas paralelas ù linha de terra e oblíquas ùqueles planos. Então, as 
am que podem estar contidas em um plano paralelo à linha de terra são: 


— qualquer; 
— frontohorizontal; 
— de perfil. 


a) Reta qualquer: Se os traços da reta estiverem sobre os traços de mes 
mo nome do plano, a reta pertencerá ao plano. A épura da fig. 214 nos mostra u 
ma reta qualquer(r) pertencendo a um plano de traços am e qm! paralelos à linha 


de terra. 
oem vav) 


Hif) rA 
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«m' | z(V) 


HEN) 


Essas 
Fig. 215 


traço correspondente an' . De 
terminando-se o traço horizon- 
tal (H) dessa reta auxiliar, cons 
tata-se que ele não está sobre 
o traço am do plano, o que 
significa que a reta dada não 
pertence ao plano. O ponto(O) 
pertence à reta dada e também 
à reta auxiliar por ele traçada; 
mas não pertence ao plano por 
que a reta (H)(V) não pertence. 
E, se um ponto não pertence a 
um plano, nenhuma reta que o 
contiver, pertencerá. 


A fig. 216 nos mostra a épura 
de uma reta (s), frontohorizon 
tal, pertencendo a um plano(a) 
paralelo à linha de terra. 


b) Reta frontohorizontal: Q 

a reta é frontohorizontal, a épura nad 
dica diretamente se ela pertence ao k 
Seja na fig. 215 a reta (r) dada pelas A 
as projeções, que se deseja saber se peri 
ce ao plano cujos traços são am ean ' p 
ra isso toma-se um ponto (O) de proje; Sa 
O e O! sobre a reta dada, isto é E a 
com suas projeções sobre as de mesmo: UR 
me da reta dada e por ele faz-se passar 
ma reta auxiliar (H)(v), 
situando-se o ponto (V) 
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vs(v) em! 


HE(N) cx 
Fig.217 


5) RETAS DE UM PLANO VERTICAL 


Sendo o plano vertical perpendicular 
ao plano horizontal de projeção e obli 
quo ao plano vertical, só poderá con 
ter retas que sejam perpendiculares ao 
plano (m) e oblíquas ao plano(m ' ). E 
essas retas são : 

— qualquer ; 

— horizontal ; 

— vertical. 


Observe-se a fig. 218. Verifica-se que 
toda figura contida num plano vertical, 
Se projetará no plano (1) sobreo traço 
orizontal an do plano, com o qual 
coincidirá. 
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c)Reta de Perfil: Semelhan 

temente ao que foi feito na fig. 
207, a épura não indica direta 
mente se a reta de perfil (A) (BL 
pertence ao plano paralelo à li 
nha de terra. Opera-se o rebati 
mento do plano de perfil que con 
têm a reta, cujos traços, determi 
nados, deverão estar sobre os de 
mesmo nome do plano, conforme 
se verifica na êépura da fig.217. 

Nesse caso, a reta de perfil per 
tence ao plano paralelo à linha 
de terra, porque os traços He V' 
estão sobre os correspondentes do 
plano. 


Fig. 218 
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a) Reta qualquer: À reta qual- 
quer (A)(B) da fig. 219 pertence ao 
plano vertical de traços an e ar! 
porque obedece à regra geral de pos- 
suir traços sobre os traços corresponden 
tes do plano e sua projeção horizontal 
coincide com o traço de mesmo nome 
do plano. 
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c) Reta Vertical: A vertical (r) 
da fig. 221 também pertence ao pla- 
no vertical, porque seu traço horizon- 
tal (que coincide com a projeção pun 
tual) está sobre o traço um do pla 
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no e sua projeção vertical é paralela 
ao traço “ertical do plano. 


6) RETA» DE JM PLANO DE TOPO 


Sendo o plano de topo perpendicular ao vertical de projeção (1 ') e oblíquo ao ho 
rizontal (n ) , só poderá conter retas que sejam obliquas ao plano (m) e perpen 
diculares ão plano(n "Je que são: 

— qualquer; 

— frontal ; 

— de topo: 


- Observe-se a fig. 222. Verifica-se que toda figura contida num plano de topo, se 


b) Reta horizontal: Do mesmo mo 
do, a horizontal (A)(B) da fig. 220 per 
tence ao plano vertical, porque seu ú 
nico traço (traço vertical) está sobre o 
traço vertical do plano (a "Je sua pro 
jeção horizontal coincide com o traço 
aT do plano. 


Projetará no plano( ' sobre o traço am" com o qual coincidirá. 


Fig 222 
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a) Reta Qualquer: A reta qualquer (r) da fig. 223 pertence ao plano (a) J 
topo, por possuir seus traços sobre os traços correspondentes do plano e a sua pro 


$ . e 2 ' 
jeção vertical r' coincide também com o traço ar! do plano. 


VE(v) 


AF  Fig22 


b) Reta Frontal : Sem dificuldade 
se constata que a reta frontal (s) da 


Fel 224, pertence åo plano de topo - 
a), 
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Reta de Topo: Pelas razões já 
s a fig. 225 nos mostra uma re 
exposta o (s) pertericendo a um pla- 
te Z vel porque sua projeção pun- 
z s' está sobre o traço aT'e sua 
“ojeção horizontal S é paralela ao tra 
p 


ço am do plano. 


c) 


Fig. 225 


7) RETAS DE UM PLANO DE PERFIL 
Sendo o plano de perfil perpendicular aos dois planos de projeção, só poderá con- 
ter, como é evidente, retas que sejam perpendicular a (n) ou a (vr ') e perpen 
dicular à interseção deles, isto é, perpendicular ù linha de terra nm'. Tais retas são : 


- de topo; 
-= vertical; 
-.de perfil. 


m qualquer dos casos, as projeções da reta estarão em coincidência com os traços 
c 
“respondentes do plano. 


Í fig. 226 nos mostra, em um plano de perfil (a), as retas (A)(B) vertical, (C)(D) 
no OPO e (E)(F) de perfil e na fig. 227, a épura correspondente das mesmas retas 
° Plano de traços am e ar!, 
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ca reta, 


ar por ela passa. Então é necessário, 
A 
nm 
A 
Fig.228 


Fig. 226 


8) RETAS DE UM PLANO QUE PASSA POR 17! 


Um plano que passa pela linha de terra, é um 
plano oblíquo aos dois planos de projeção, nessa 
posição particular como vimos na fig. 201.Se ele 
estiver igualmente inclinado em relação aos pla 
nos de projeção, será então um plano bissetor. da 
Esse plano só poderá conter retas que passem pe 
la mesma linha que ele, isto é, retas que pas- 
sem pela linha de terra ou paralela a essa linha. 


Quando do estudo desse plano (fig. 201), foi dito 
que ele só ficaria determinado se conhecêssemos 
outros elementos, como um ponto ou úma reta e 
agora explicaremos a. razão. 


Como bem se observa na fig. 201, os traços desse plano se confundem em uma 


Fig.229 
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que é a linha de terra. E como normalmente uma reta só não define um 
lano ( a exceção veremos pouco adiante, com retas de máximo declive e máxima 
inclinação), segue-se que somente a linha de terra não pode definir o plano que 
pelo menos, mais um ponto para que, com a 


linha de terra, possam definir o plano. 
Assim, na fig. 228, o ponto (A) e alinha 
de terra TT 'definem o plano nessa posi 
ção e, como nesse ponto, cota e afasta 


- mento são iguais, temos então a êpura do 


plano bissetor (no caso o 19 bissetor)( B- ) 
e que se lê: plano t7 ' (A). 
Dissemos, quando estudamos "Retas de pla 
nos", que a regra geral para umareta per 
tencer a um plano é que seus traços de 
veriam estar sobre os traços corresponden 
tes do plano; mas ficou dito também que 
havia uma exceção, quando se tratasse de 
plano que passasse pela linha de terra e é 
essa exceção que estudaremos a seguir. 


Seja a fig.229, onde o plano(a)passa pela linha de terra e a reta (A)(B) com um 
ponto (A) sobre TT. 


Fig-230 
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Observa-se que a reta tem seus traços sobre Tr 'e portanto sobre os traços do pl 
(A)(C) na mesma figura 2 


(C) pertencem ao plano. 
fig. 230 fornece a êpura de uma reta (A)(C) pertencente ao plano ma’ (C). 


no, e entretanto ela não pertence ao plano. A reta 
pertence ao plano (a) porque ambos os pontos (A) e 


Também, quando uma reta tem um ponto sobre a linha de terra 
com o ponto de concorrência dos traços do plano, não podemos 


to a plano será estudado imediatamente a seguir). 


Na épura da fig. 231, a reta (A)(B) não pertence ao plano de traços am e am" 


apesar de possuir seus traços sobre os traços de mesmo nome do 
ponto (B) não pertence à horizontal (V)(C) do plano . 


Fig- 231 


em coincidência 
a priori, pela sim 
ples inspeção da épura, afirmar se ela pertence ao plano. E preciso nesse caso 

rificar se mais um ponto da reta pertence ao plano. (O caso de pertinência de p 


plano, porque q 
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o pertinência de ponto e plano 


REGRA GERAL (sem exceção) : 


“ 
“Um ponto pertence a um plano quando pertence a uma reta do plano. 


Seja a fig- 232, onde são dados o plano qualquer de traços ar e am'eo ponto 
(A). A épura não indica diretamente se o ponto pertence ou não ao plano e, para 
a verificação, procede-se do seguinte modo: por uma das projeções do ponto (no 
caso, pela projeção vertical A') faz-se passar'uma reta (r) do plano (no caso, uma 
horizontal). Esta horizontal tem seu traço vertical sobre o traço vertical do plano 
e sua projeção horizontal é paralela ao traço do mesmo nome do plano (ver fig. 


205). 


Verifica-se que a projeção horizon- 
tal A do ponto não estã sobre a proje- 
ção de mesmo nome da reta. Entãoo pon 
to (A) não pertence à reta (r). A reta 
(r) pertence ao plano. e o ponto 
(A) não pertencendo à reta (r) não per 
tencerá ao plano. 


Fig. 232 


Seja ainda a fig. 233: um plano com os traços em linha reta (plano qualquer ) 


€ o ponto (A) dado pelas projeções, que desejamos saber se pertence ou não ao 
Plano. 


Usou-se agora uma frontal (r), cuja projeção vertical r' passando por A' é paralela 
c0 traço am! dó plano e projeção horizontal r paralela à linha de terra. E uma 
"ontal do plano porque o seu traço horizontal H está sobre am . Verifica-se que 
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a projeção A está sobre a projeção r da 
reta e portanto, o ponto (A) pertence à 
reta (r). Logo, o ponto (A) pertence 
ao plano porque pertence à reta (r) des 
se plano. 


A 


Fig. 233 


Obs.: Neste estudo de "pertinência de ponto e plano" podemos simplificar a 
tão, conforme o plano seja "projetante” ou "não projetante”. 


Diz-se que um plano é projetante, quando é perpendicular pelo menos a um ' 
planos de projeção. Assim, são projetantes, os planos : 

eee Horizontal (perpendicular a v’) 
(perpendicular a w ) 


(perpendicular a n ) 


ese Frontal 
seo Vertical 


eee Topo (perpendicular q n’) 


eeo Perfil (perpendicular a mn e v’ ) 
São "não projetantes" os planos oblíquos aos de projeção. São eles: qualquer, f 
lelo à. linha de terra e os que contêm a linha de terra. 


Então, se o plano é projetante, a épura indica diretamente se um ponto dado. 
tence ou não a ele. À simples situação de uma das projeções do ponto é sufi i 
te para a afirmação. Consideremos a que plano de projeção é perpendicular o P 
no dado. ) 
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19) Se for perpendicular ao plano horizontal (T) , para que um ponto a ele per 


a, é suficiente que possua sua projeção horizontal sobre o traço horizontal do 
tenga, 


plano - 


lo: Na fig. 234, vemos um ponto (A) pertencendo a um plano (a) frontal e 
aa ão horizontal A do ponto sobre o traço am do plano. Na épura (fig.235), 
a ig projeção A sobre at -, não importa onde esteja a projeção vertical: em 
er ou A", o ponto (A) pertence ao plano. 


Fig.234 Fig.235 


2º) Se for perpendicular ao plano vertical(7 ' )Jpara que um ponto a ele pertença, 
ê suficiente que possua sua projeção vertical sobre o traço vertical do plano. 


Exemplo : Na fig. 236, vemos um ponto: (B) pertencendo a um plano (a) de topo 
e sua projeção vertical B' sobre o traço am" do plano. 


Na épura (fig. 237) estando a projeção B' sobre am'!, não importa onde esteja a 
Projeção horizontal: em B, Bi Ba, o ponto (B) pertence ao plano. 


(vide figuras 236 e 237 na página seguinte) 
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(8) 


Fig 238 


Tratando-se de planos "não projetantes" 
descrita, onde as figuras 232 e 233 esc 


+ cabe então a regra geral 
larecem. N 


KR 


Na épura da fig. 238, só pela posição da 
projeção C de um ponto (C), pode-se afir 
mar que o ponto (C) não pertence ao pl 
no vertical (a), porque aquela projeç 
não está sobre o traço correspondente d 
plano. 


anteriormente 
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Seja ainda, como exemplo, a fig.239, con 
siderando-se O plano paralelo à linha de 
terra, ao qual deseja-se saber se lhe per 
tence o ponto (A). Traça-se por A! a pro 
jeção vertical de uma reta qualquer auxi 
liar, situando-se o traço vertical V' sobre 
an'e o horizontal H sobre ar. Verifi 
ca-se que a projeção horizontal A do pon 
to está sobre a horizontal VH da reta, in 
dicativo então que o ponto pertence à re 
ta, e consequentemente, pertencendo tam 
bém ao plano. 


Quando um ponto possuir uma das proje 
ções sobre um dos traços do plano e a ou 
tra projeção estiver sobre a linhade terra, 
então; nesse caso, o ponto pertence ao tra 
so do plano onde se-situar a projeção. 


A 
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tr 


Exemplo: Na fig. 240, o ponto (A) per 
tence ao traço horizontal an do plano 
(a) e o ponto (B) ao traço vertical at ' 
do mesmo plano. 
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© Retas principais de um plano 


São assim chamadas as horizontais e as frontais do plano, pela larga aplicaç 
que têm, na resolução de exercícios, como veremos mais adiante na parte práti 
referente a este capítulo. 


e Retas de máximo declive e máxima inclinação 


no, é , por definição;a reta que, pertencendo a um, forma com o outro plano, 
maior ângulo possível. 


Fig. 241 


Dados dois planos oblíquos (a) e (B) (fig. 241), toda reta (A)(B) de máximo 


clive de (a) em relação a (B) é perpendicular à interseção aß dos dois pla 


nos. À recíproca é verdadeira, isto é, toda reta pertencente a (a) e perpendi 


lara aß é de máximo declive de (a) em relação a (B) . As retas de máx 


mo declive de um plano são perpendiculares às horizontais desse plano. Assim, na 
considerada, (A)(B) é perpendicular às horizontais (C)(D) e (E)(F) do plano(a) 


fig- a 
2 anto ao traço horizontal aB desse plano. 


e port 


A épura de uma reta de máximo declive (fig. 242) é caracterizada por possuir sua 
projeção horizontal VH perpendicular ao traço horizontal am do plano. 


at 


æ- n 


Fig.242 Fig.243 


E qe miam declive. então define um plano, porque, pelo seu traço horizon 
fito ras o Ea ia perpendicularmente à projeção horizontal da mesma, um 
ai 'e plano. Se esse perpendicularismo for no plano vertical, isto é, se a 

leção vertical da reta for perpendicular ao traço vertical do plano que a con 


tem, diz- x z pa Rs ale 

o se então que a reta é de máxima inclinação (fig. 243), reta essa também 
ido É E 

neu de um plano porque, pelo seu traço vertical V', sô se poderá traçar, per 


armente à projeção vertical da reta, um único traço de plano. 


para se traçar por uma reta dada (r) um plano que a contenha, o 
indeterminado, pois, como vemos na fig. 244, pelo traço hori 


-se traçar tantos traços horizontais de planos quantos se queira (Br, 
etc.) 
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(r) 


Mas, se a reta (r) for de mā 
ximo declive, então por H 
um Único traço de plano pode 
rá ser traçado: é am , pe 
pendicular à projeção r da r 
ta. O traço vertical do pl i 
passará pelo traço vertical 
reta que deverá ser determin 
do. i 


Fig.245 Fig 246 


Fig. 244 


Tudo o que acima foi exposto, refere-se a retas de máximo declive de um plan 
(qualquer) em relação ao plano horizontal de projeção. E a reta, de máximo dec 
ve (como também a de máxima inclinação) de um plano qualquer, será sempre um 


| tm v’ 

reta também qualquer. H 
q P’ 
A VEN’ 

, ' . a P 
Se o plano for paralelo à linha ce terra ou passar por essa linha, reta de máximo 
declive de qualquer um deles, em relação ao plano horizontal de projeção d 
qualq , ç pP prol , ar H 


uma reta de perfil (figs. 245 e 246). (Também será de perfil a de máxima inc 
ção do plano da fig. 245). 


As épuras respectivas, nesses casos, são as das figuras 247 e 248. 


Fig.247 | Fig.248 


(vide figuras 245, 246, 247 e 248 na página seguinte) 
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Tratando-se de planos projetantes (planos perpendiculares a qualquer dos planos 


projeção). tem-se : 


Máximo declive: não há 
Plano Horizontal 
Máxima inclinação: reta de topo 


Máximo declive: reta vertical 
Plano Frontal 
Máxima inclinação : não hã 


Plano Vertical 
Máxima inclinação: reta horizonte 


Máximo declive: reta frontal 
Plano de Topo 
Máxima inclinação: reta de topo 


Máximo declive: reta vertical 
Plano de Perfil 


p declive: reta vertical 


Máxima inclinação: reta de topo 


© Elementos geométricos que definem um plano 


Os elementos que definem um plano são: 


Um plano sendo dado por duas retas concorrentes, já estã definido, e, para se 
terminar seus traços; é suficiente achar os 


duas retas concorrentes; 
duas retas paralelas; 
uma reta e um ponto (exterior a ela); 


três pontos não em linha reta. 


ços verticais V' e Vi das retas (r) e (s), tem-se o traço vertical ar! do pl 


operando-se de modo idêntico com os traços horizontais H e Hi das mesmas 


tem-se o traço am do plano. Esses dois traços têm em T==T' o seu ponto de 
corrência sobre a linha de terra n7 '. 


traços das retas. Unindo-se os dois 


re 


DESCRITIVA | 


Nem se 


249. Po 
tro abaixo 


acontec 
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mpre entretanto, os traços das retas se apresentam como no caso da fig. 


endo com os traços horizontais. 


(o) 


de ocorrer que os traços verticais por exemplo, se situem, um acima e ou 
da linha de terra, (ou ambos abaixo ou acima dessa linha), 


mesmo 
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Seja, como exemplo, a fig. 250, onde duas retas coplanares (não assinaladas nad 
A BO A ae a R E. 
pura) têm em V' e V} seus traços verticais e em H eH,, os traços horizontais. 


Fig. 251 


Quando o plano for dado por três pontos não em linha reta, une-se as projeções 
Correspondentes dos três pontos e recai-se no caso de duas retas concorrentes, o 


mesmo acontecendo quando o plano for dado por uma reta e um ponto exterior a 
ela. 


Verifica-se que V' está acima e V está abaixo da linha de terra e os traços horiz 
tais H e Hj estão ambos acima daquela linha. Ao se unir V'Vi para a obtenç 
do traço vertical ar 'do plano, só se considera o segmento acima da linha de tel 
ra do mesmo modo que, unindo-se HHI para a obtenção do traço horizontal 
do plano, sô se considera o segmento abaixo da linha de terra. O plano éyp 


sempre representado na porção útil do 1º diedro. e Retas de planos não definidos por seus traços 


Se o plano for dado por duas retas paralelas (fig. 251), é idêntico o modo de 
achar os traços do plano. O traço vertical V' da reta (A)(B) é unido ao traço 
mesmo nome Vi da reta (C)(D) que dá a conhecer o traço am! do plano; o traç! 
horizontal H da reta (A)(B) unido ao traço Hj da reta 
zontal am do plano. 


Seja, Por exemplo, um plano definido por duas retas concorrentes (r) e (s),do qual 
*º deseja uma horizontal (fig. 252). Tomam-se dois pontos quaisquer, um sobre ca 
da uma das retas, ficando as projeções verticais 1'-2' numa paralela à linha de 


(C)(D) fornece o traço hori l 
4 Certas unindo as projeções de mesmo nome 1-2 e 1'-2!', tem-se a horizon 
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tal desejada, porque o ponto l - 1º per- 
tence ao plano das retas (r) e (s) porque 
pertence a uma reta (r) do plano, A mes 
mo acontecendo com o ponto 2- 2' por 
que pertence ù reta (s) do plano. Logo, 
a reta (1)(2) é do plano dado. 


i eta qua 
As figuras 253 e 254 nos mostram respectivamente um frontal e oma A qua 
ro de planos definidos por duas retas concorrentes e duas retas pa 


Fig. 253 
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Se a reta dada for de máximo declive, e, 
se desejar traçar uma horizontal, por exem 
plo, desse plano, não é necessário achar 
Os traços do plano. É suficiente traçar a 
projeção horizontal da horizontal pedida, 
perpendicular à projeção de mesmo nome 
da reta dada (fig. 255) e, pelo ponto co 
mum | - 1', traçar a projeção vertical 
paralela à linha de terra. 


Em todos estes últimos casos, se forem de 
terminados os traços dos planos definidos 
pelas retas, constata-se que a reta solu- 
ção terá também seus traços sôbre os tra- 
ços de mesmo nome do plano. 


Seja agora determinar os traços de um plano definido pela sua reta de máximo ui 
“live, sem achar os traços da reta (fig. 256) 
É suficiente traç 


Cizontais auxi 
l0 tra 


ar duas horizontais do plano e determinar os traços verticais dessas 
liares os quais, unidos, nos fornecem o traço vertical do plano cu 
ntal terá que ser paralelo às projeções de mesmo nome das horizon 
- Como verificação, se forem determinados os traços da reta de máxi 
Se constatará que eles estarão sobre os traços correspondentes do pla- 


reta 4 ONhecido apenas um traço de um plano e as projeções de um ponto ou uma 
E ndo ano, para se determinar o outro traço, procede-se do seguinte modo: 

Sej . . 

o Por exemplo (fig. 257), apenas conhecido o traço horizontal am e as proje- 
ERA! de Um ponto (A) do plano. Traça-se pela projeção horizontal A a proje 
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mo ponto T = T' do traço horizontal am dado, para se determinar o traço verti- 


' e q . 
cal am" emprega-se uma horizontal. 


Seja, por exemplo, dado o traço œr 
e a reta (A)(B) pelas suas projeções na 
posição indicada na fig. 258. 


Traça-se por B, paralelamente ao traço 
aT , a projeção horizontal de uma 
horizontal auxiliar, e tem-se BM; o 
traço vertical V' situa-se na linha de 
chamada que parte de V até o encon 
tro com a paralela à linha de terra 
partindo da projeção vertical B'. Esse 
traço V' unido a A=A!'ou T=T' 
faz conhecer o traço am! pedido. 


Fig.256 


Fig.258 


© Paralelismo de retas e planos 


ção horizontal HV de uma reta 
quer, estanda H sobre o traço 
determina-se o traço vertical V 
reta, passando H'V' pela projesas 


E 


Para facilidade do estudo, dividimos o assunto em grupos, a saber. 


a) reta paralela a plano 


F seo 19 Grupo 
o ad ha T b) plano paralelo ù reta 
dência de an com a linha E 
a-se o trago vertical # a seo 2º Grupo: lano paralelo a plano. 
traç ç : í . 


do por V'. Est 
“dando cada grupo separadamente, vem: 


a) 


Se forem conhecidas as projeções 
uma reta, na situação particu aum 
encontrarem a linha de terro nO | 


RETA PARALELA A PLANO 


ma r 3 
Sta é paralela a um plano quando ê paralela a uma reta do plano. Assim, 
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para se traçar por um ponto (A) uma 
reta paralela a um plano (a) (fig. 259) 
traça-se uma reta (C)(D) do plano e , 
pelo ponto dado, a reta (A)(B) parale 
la ù reta (C)(D). A reta (A)(B) & pa- 
ralela ao plano (a) por ser paralela a 
uma reta (C)(D) do plano. 


Obs.: O problema é indeterminado, vis 
to o plano conter uma infinidade de 
retas tr), (s), etc., sendo portanto 
(C)(D) tomada arbitrariamente. 


Fig: 260 
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se o plano não for dado pelos traços, o problema não oferece dificuldade, pois o 
método geral é também aplicado. 


Seja a épura da fig. 261, o plano definido pelas retas concorrentes (r) e (s) e o 
ponto (M) dado pelas suas projeções. 


Fig. 259 


Fig. 261 


Em épura (fig. 260), para se tre 
por um ponto (A) uma reta paralela, 
um plano (a), traça-se uma re 
qualquer (H)(V) do plano e, para! 
mente a esta , pelo ponto dado, 
ta pedida. A reta (r) sendo par 
ù reta (H)(V) do plano, será par 

ao plano. "q 


T a sia 
Moas uma reta auxiliar qualquer (1)(2) do plano e, pelas projeções do ponto 
1 AS projeções da reta (t) paralelas às projeções de mesrio nome da reta (1)(2). 


Qu sa r 
D m a plano for definido pela linha de terra e um ponto, e esse ponto possuir 
Projeções eqüidistantes da linha de terra, teremos o plano bissetor, 


a i ] resultando 
dois casos, conforme se trate do 19' ou 2º bissetor. 


1º 
caso: Reta paralela ao (B.) 
st ES Sbo 


O mé 
todo 2 . . 
Projeções geral e ainda aplicado. Uma reta pertence ao 1º bissetor, quando suas 
são simétricas em relação ù linha de terra e na qual se encontram em um 


Mesmo 
Porque ponto, Qualquer ponto que pertença à reta, terá cota e afastamento iguais 
serå um ponto do bissetor. 


Seja m 
Ea E o ponto (A) dado pelas projeções A e A', pelo qual se deseja traçar 
(B paralela ao 1º bissetor (fig.262) Para isso, traça-se uma reta qualquer 


ue í 
l E cia ao 19 bissetor e pelo ponto dado (A) a reta (r) paralela aque 
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Fig.262 Fig. 263 


2º caso: Reta paralela ao (ão) 


-se uma reta (B)(C) 


Procede-se de maneira idêntica ao caso anterior traçando c 
ta paralela à reta (B) 


pertença ao 2º bissetor e pelo ponto dado conduz-se a re 


A épura da fig. 263 nos mostra a reta (B)(C) do 29 bissetor e a reta (r) a ele, 
ralela. Observa-se que uma reta do 29 bissetor' é caracterizada por possuir suas 
jeções em coincidência (consideramos no caso a reta no 20 diedro mas poderi 
no 49 diedro) e a reta paralela ao 2º bissetor possui suas projeções paralelas € 
si, isto é, projeção vertical paralela à projeção horizontal. 


b) PLANO PARALELO A RETA 


Para que um plano seja paralelo a uma reta, basta que ele contenha uma 


a. essa reta. É a recíproca do caso anterior. 
(r) dada, 
-se seus 


(1) À 


nto (A) um plano paralelo a uma reta 
ta (s) paralela a reta dada e determina 
(s) será paralela a reta 


Então para se traçar por um po 
ça-se; pelo ponto dádo, uma re 
ços (Fig. 264); qualquer plano que contiver a reta 
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Obs .: O problema é i i 
Ei def imo pera dead porque uma reta não definindo um plano, pode- 
o EE pi Caio de planos. e épura da fig. 264, o ic de 
planos que solucionam o problema 

Ainda por um ponto 
Aah P l Ee pode-se fazer passar um plano- paralelo a duas retas não 
tk 7 não situadas no mesmo plano. Para isso, pel 

s paralelas às retas dadas e A oyek sarasi 


ar o plano dess az 
paralelo a cada uma das retas dadas Pp as duas paralelas auxiliares é 
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29 Grupo: PLANO PARALELO A PLANO. 


Seja na fig. 265 o ponto (A) dado pelas suas projeções A e A' e as retas (r) 


pois planos são paralelos quando um deles contiver duas retas concorrentes parale- 
também dadas pelas projeções. 


las ao outro. Então, quando isso ocorrer, os dois planos terão os traços de mesmo 


nome paralelos. (Exceção quando os planos forem paralelos à linha de terra, como 


Traçando-se, pelo ponto dado, retas paralelas ùs retas dadas, elas serão concorre veremos na fig. 268). 


1 & J 
tes por construção e definirão o plano de traços am e an'e que é paralel 
retas dadas e contêm o ponto dado. 


Também por uma reta pode-se fazer passar um plano paralelo a outra e d 
Nesse caso, por um ponto qualquer da primeira reta, traça-se uma paralela | 
gunda e o plano das duas retas concorrentes será paralelo ù segunda reta por 
ter uma de suas paralelas. 


Seja, então (fig. 267), traçar por um 
ponto (A), dado pelas projeções A 
e A', um plano paralelo a um pla- 
no (a) dado pelos traços am e 
an! . É suficiente traçar, pelo 
ponto dado, uma horizontal auxiliar, 
fazendo passar pela projeção A do 
ponto, a projeção AV da horizontal 
(paralela portanto ao traço an do 
plano), e determinando-se o seu tra 
ço vertical V'. Tem-se assim a hori 
zontal (A)(V) e por V' paralelamen 
te ao traço am !do plano dado,faz 
se passar o traço BT' do plano pe 
dido, cujo traço horizontal BT serã 
também paralelo ao traço am 


Quando dois 


planos forem paralelos à linha de terra, seus traços serão paralelos a 
esa linha; o 


s planos, porém, podem se interceptar, como nos mostra a fig. 268. 
Nessa figura 


+ os planos (a) e (8), paralelos à linha de terra 17! se cortam 
Segundo a fr 


ontohorizontal (A)(B). 
o que dois planos 


paralelos à linha de terra sejam paralelos entre si, é suficien 
que as interseções 


por um plano qualquer ou de perfil sejam paralelas. 


Em a 
a bora não tenhamos ainda estudado “interseção de planos 


" (capítulo a seguir), va 
fis ! P rea 
aqui abordar este” assunto para o caso em questão. 


rp | Seja 
Na fig. 266, vemos um plano am , am! traçado pela reta (r) dada e por F M os planos 


AOR (a) e (B)da fig. 269 que desejamos saber se são paralelos entre 
à reta (s) também dada. nã 


O, e, no caso negativo, determinar sua interseção. 
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Faz-se passar um plano (y) de per 
fil que corta os planos em 1-1" e 
2-2' respectivamente. Rebatendo- se 
esse plano auxiliar de perfil, temos 
em 1,-1' e 2,-2' as suas interse 
ções com os planos dados, as quais 
se cruzam em (|,), determinando o 
não paralelismo dos planos dados. 


Se 1,-1' e 2,-2' fossem paralelos, 
os planos dados também o seriam 
porque então não se interceptariam. 
Desfazendo-se o rebatimento do pla 
no de perfil, teremos em l e |! as 
projeções por onde passam as proje 
ções da frontohorizontal (r) que ê 
a interseção entre eles. 
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seja traçar por um ponto dado (A) um plano paralelo a um plano (a) paralelo a 
jinha de terra (fig. 270). 


Fig.270 


Traça-se uma reta qualquer (V)(H) que pertença ao plano (a) , ou seja, que pos 
sua os traços sobre os traços correspondentes do plano. Pelo ponto dado (A) traça 
A uma reta que seja paralela à reta (H)(V) e por cujos traços V! e H paia os 
"aços BT" e Bm do plano (B) que é assim paralelo ao plano (a). 


PLANOS PARALELOS AOS BISSETORES 


a) Plano paralelo “ao (By) 

e Plano paralelo ao (8, ) será pia so 
“ii ao (B.) (a recíproca, 
a é verdadeira) . Seus traços, 
ila an Sedhela e serão pa 
yo linha de terra, porque to 
an paralelo a qualquer dos bis 
linho o necessariamente paralelo ù 
ico makie (fig. 271). A cota do 
Daratan ical do plano é igual e 
afastan, € ù diferença entre cota e 
Plano, ento de qualquer ponto do 


Fig.271 
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Quando em épura os traços coincidem acima da linha de terra (como na fig. 27 a 
a diferença constante entre cota e afastamento de todos os pontos do plano & 
tiva, porque é positiva a cota do traço vertical do plano. Do mesmo modo, se. 
traços se situarem abaixo de mnm’ , por ser negativa a cota do traço vertical d 
plano, sera negativa a diferença entre cota e afastamento de todos os pontos d 


plano. 
a) Plano paralelo ao (Bsd 


Todo plano paralelo ao CE será 
perpendicular ao (8. Ye como an 
teriormente a recíproca não é verda 
deira. Sua épura (fig. 272) é carac 
terizada por possuir os traços parale 
los à linha de terra e simêtricos em 
relação a essa linha, isto é, cota 
de an" igual ao afastamento de 
aT 


Nesse caso, a cota do traço verti tm 
cal do plano e o afastamento do tro 

ço horizontal são iguais à soma 

da cota e do afastamento de qual 

quer ponto do plano. 


Fig. 272 


Obs.: Na parte prática faremos exercícios considerando várias projeções de 
to pertinente ao planc. No estudo de "perpendicularismo de planos" (Capitul 
voltaremos aos planos naralelos aos bissetores. 


A seguir, a parte prática do Capítulo II] com numerosos exe 
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e Exercícios referentes ao capítulo III 


53º Determinar os traços do plano (a) definido pela reta (A)(B) e pelo A (G) 
(A) [2;1;3] 
(9) [5;3;1] 
(C) [ 6; 0; 2] 


SOLUÇÃO; (fig. 273) 


Unindo-se r: penta (C) a reta (AJfE) tem- 
rentes em (B). Pelos traços dess 
os traçog do plano. e RERS 


se duas retas concor- 
concorrentes, passam 
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54 e Determinar os traços de um plano do qual se conhecem uma reta frontohor 
zontal (A)(B) e um ponto (C). 


(A) [1;1;2] 
e) [4;?;?] 
(cy [353231] 


yv’ 


LA 
o D’ ' 
SOLUÇÃO: (fig. 274) B 
Traça-se pelo ponto (C) uma 
reta qualquer auxiliar(C)(D) 
concorrente com a reta dada 
em (D) e determinam-se seus ov Ho 


traços V' e H, por onde pas- = 
sardo os traços ar! e an do 

plano pedido, que é paralelo l 
a linha de terra. A. D 


55 e Determinar os traços de um plano do qual se conhece uma reta (A)(B) 


ponto (C). 
(a) [0 ; -0,5 ; 2,5] 


(8 [3,5;-1,5;0] 
©) [2; 2; -3] 


56 o 
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SOLUÇÃO: (fig. 275) 


Procede-se de modo inteiramente idênti 

nindo-se o ponto (C) à reta ADO sumo Sn na ia kikan 

o grin que Sao (A2 (B) A Cie o Mei 

e, ni e 4 1 passa o traço vertical am! AT 

Fran a ços horizontais coincidem com B E e 
ao, para determinar o traço horizontal aT da 


plano, basta unir T= T' = 5 ; 
wr ue DO diadre, a H= H] (So considerado os tra 


Fig.275 


Determinar os tra 


(A) (B) 


ços de um plano definido 

pela sua reta d i i 

sem achar os traços da reta. O ponto (B) ba o as 
1: 


(A) [0;3;1] 
(B) [2;2;?] 
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SOLUÇÃO: (fig. 277) 


item a: Como ja vimos em exercicios anteriores, uníndo-se os 
pontos dados teremos duas retas auxiliares concorren- 


tes em (B), por cujos traços passam os traços corres- 
pondentes do plano. 


SOLUÇÃO: (fig. 276) 
reta (A)J(B) com o ponto 


(B) no bissetor do 19 di 

e as horizontais auxiliares, cujas proie 
a p diculares à projeção de mesmo e 
unindo-se V'V'ı temos o traço i 


Traçada a re 
dro, determina 
horizontais sao perpend 
reta de maximo declive; 5 
cal am" do plano, cujo traç A 
jeções horizontais das horizon 


item b: Do ponto (M) só é conhecida a cota; traça-se então pe 
la projeção conhecida M', paralelamente ao traço ver- 
tical do plano, a projeção vertical r' da reta pedi- 
da, por ser frontal do plano e determina-se seu traço 
horizontal Ho de onde se traça parclelamente a linha 
de terra, a égua projeção horizontal, onde se situa a 
projeção M obtida por uma linha de chamada de M'!'. Es- 
sa frontal (r) ë do plano porque seu traço horizontal 
Hs esta sobre o traço correspondente do plano e con- 
tem o ponto (M). 


a ` vi 
horizontal am é paralelo as pr 
ais auxiliares. 


Pede-se: 


G): 

57e Um plano é definido por três pontos (A), (B) e (C) 
a) os traços do plano; A 

b) uma frontal do plano que contenha o ponto (M). 


(A) [0o41] © [5,5;0:1,5 | 
e [2;1;3] Mm [1;9;1. 
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58 e Determinar os traços de um plano dado por duas retas concorrentes, uma (A) 
qualquer e outra (B)(C) de perfil, sem utilizar rebatimento. 


a) [172370] 
œ) [3;0;4] 
GOC? 541] 


SOLUÇÃO: (fig. 278) 
Do ponto (C) não foi dada a abscissa; mas não precisava mes 
ser dada porque a reta (B)(C) é de perfil e portanto a abse 
sa de (C) é a mesma de (B). As duas retas são concorrentes . 
(B); mas como não se pode usar rebatimento, por exigência. 
problema, transforma-se o ponto de concorrência para (A) un 
do-se AC e A!C!' e tem-se assim a reta auxiliar (A)(C) da qu 
V', é o seu traço vertical. Unindo-se V'V'4 tem-se o tra 


ar" do plano pedido cujo traço horizontal passa por 


am 


Fig. 278 
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59 e 0) mesmo exercício anter ior q m t 
. porém as retas ue define 
i . , o plano estao na se 


(A) [1,5;-2;2] 
(B) [4; -4; 4] 
(C) [4;2; 0,5] 


SOLUÇÃO: (fig. 279) 

Como no caso anterior, traçamos a reta auxiliar (Al(C] cujos 
traços são Vi e Hj. Quanto à reta (A)J(B), como suas proje 5 
coincidem, seus traços V! e E tambêm coincidem em O mit 
do-se V'V] tem-se o traço ar"! pedido e o traz aT 
unindo-se HH]. iiid 


mm". Unin 
e obtido 


8:8’ 


Fig. 279 H 


Det ermi r t t t A e 
Ina r K r ri Tr 
os aços de um plano dado po duas etas concorrentes ( ) (B) 


(C) (D) 
z + em que as duas projeçõ 

jeções de cada inci 

ções de nome dad dE uma delas coincidem com as 


proje 
(A)[2;0;0] C) [372729] 


(B [8;3;5] (D) [6;%;9] 
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SOLUÇÃO: (fig. 280) 


Loca-se a reta (A)(B) dada pelas coordenadas dos pontos (A) 
(B) e-quanto à reta (C)(D) nao oferece pijar sua r 
presentaçao porque suas projeçoes N cotnetdénceta e 
l jeçò ario de (A E 
as projeções de nome contrario 
e ponto qualquer, (B) por exemplo, de e das "eia 
outro ponto qualquer, (C) por exemplo, da segunda reta, dai 
sultando a reta auxiliar (B)(C) por cujos traços passam os 
ços ar e ar! do plano, que estao em linha reta porque 
j j bre TT 
traços da reta (A)(B) coincidem so 
Erg Como verificação, unindo-se em outro ponto sp por exen 
l plo da segunda reta, ao mesmo ponto (B), resultaria na 
ta auxiliar (B)J(D) que tera seus traços sobre os tra 
correspondentes do plano. 


B' 


Dá-se um plano definido pela reta de perfil (A)(B) e pela projeção hori É 
ols áximo declive (A)(C). Pede-se determinar: 
a Aero oag b) a projeção vertical da reta (A)(C) 


(A) [1;2;3] (e [1;4;1] © [3;3;?] 
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soLUÇÃO: (fig. 281) 


item a: Rebate-se o plano de perfil que contém a reta (A) (Bi, 
cujos traços são V' eH (para se obter o traço hori- 
zontal H, desfaz-se o rebatimento como jä sabemos). Por 
H, perpendicularmente à projeção 'conhecida AC, faz-se 
passar o traço horizontal am do plano pedido, cujo 
traço vertical am! passará por V'. 

item b: Se a reta (A)(C) ë do plano, seu traço horizontal H3 
devera estar sobre o traço correspondente do plano; 
logo, na interseção am com AC, teremos H1 que E otra 
ço horizontal da reta de maximo declive, e dat, por u 
ma linha de chamada, determina-se Hi sobre a linha de 
terra. Unindo-se AH] teremos a projeção vertical Cc"! 
sobre a mesma linha de chamada em que estã a projeção 
Ce portanto A'C! č a projeção vertical pedida. 
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62 e Traçar uma reta de máximo declive de um plano (A)(B)(C), sem determinar o 
traços do plano. 


(A [0;3;4] 
(B) [ 3;1;0] 
(6 [5445993] 


SOLUÇÃO: (fig. 282) 


Locados os pontos dados, têm-se as retas auxiliares (AJ)(B) 
(B)(C) corcorrentes em (B), e que definem o plano cujos tra 
ços não podem ser determinados por exigência do problema.T 
ça-se entao uma horizontal auxiliar (C)(D) do plano dado e c 
mo a reta de máximo declive tem sua projeção horizontal per: 
pendicular à projeção horizontal de qualquer horizontal dop 
no, traça-se BE perpendicular a CD e tem-se E! sobre CD 
reta (B)(E) & de máximo declive do plano dado. 


Fig.282 
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63 e O mesmo exercício anterior, co i i 
a + com os pontos (A), (B) e (C) nas seguintes posi 


(A) [0;2;4] 
(8) [3;5;-3] 
(C) [5;-2,5;1] 


SOLUÇÃO: (fig. 283) 


Locados os pontos, procede-se de modo tintet denti 

ao caso anterior, aparentando DATE A Lda ea jaN Ca 
pontos. Traçou-se a horizontal auxiliar (C)J(D) e pae S ( ge 
gão horizontal do ponto de concorrência), traçou-se BE Ad 
dicular a projeção horizontal CD da horizontal (C)(D) e 
minado E, por uma linha de chamada tem-se E! sobre C'D' ( e 
prolongamento) e (B)J(E) é a reta pedida. iso 


A 
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65 e Mesmo exercício anterior mas com as retas (A)(B) e (C)(D) na seguinte situa 


64 e Traçar uma reta de máxima inclinação de um plano definido por duas r ção : 


paralelas (A)(B) e (C)(D), sem determinar os traços do plano. (A) [ -3; 1; «RR (©) [ Os 1; 2] 
(A) [0;4;1] (O) [5;3;2] (8 [3;1,5;-2] (D) [45;2;9] 
B) [3;2;4] D) [8;?;?] soLUÇÃO: (fig. 285) 


procede-se de modo análogo ao exercicio anterior e a pura a- 
parenta dificuldade pela situação das retas. 

Traça-se uma frontal auxiliar (B)(F] onde o ponto (F) é toma- 
do arbitrariamente. A projeção horizontal dessa frontal pas- 
sando por B corta a projeção CD em E que faz conhecer E' so- 
bre C'D! e unindo-se B'E! tem-se F' na linha de chamada le- 
vantada por F. Uma segunda frontal auxiliar.de projeção ho- 
rizontal MD corta a projeção AB no seu prolongamento em G que 
da G' no prolongamento de A'B!'. Como as projeções verticais 
das frontais auxiliares evidentemente são paralelas,basta tra 
gar F'M! perpendicular a essas projeções verticais e a reta 
(F)(M) e a solução. l 


SOLUÇÃO: (fig. 284) 


Locadas as retas paralelas, traça-se uma frontal auxiliar do 
plano, (C)(F) por exemplo, em que a projeção CF e paralela ; 
linha de terra e a seguir outra frontal (B)(E). 

Evidentemente, as projeções verticais das frontais são parale 
las e qualquer reta do plano cuja projeção vertical for peri 
pendicular às projeções verticais das frontais, sera uma reta. 
de maxima inclinação do plano. Traça-se então 1'2' perpendicu. 
lar as projeções B'E! e C'F! e, por linhas de chamada se tea 
rã 1 sobre CF e 2 sobre BE. A reta (1)(2) č de maxima inclin 
ção do plano dado. 
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66 o Determinar uma reta de perfil que pertença a um plano Ca)» 


ponto (T) 
m [0;0;0] dn! =+500 
Mm =-400 
soLUÇÃO: (fig. 286) 


Os traços do plano são 
do na fig. 185. 
do plano, 


tos (A) 
terra. 


porque. seus dois pontos 
tencerem à retas do plano. 
Como verificação, 
contém a reta solução, 

vertical sobre o corres 
também o 
do plano, confirmando assim 


mento, 


dado. 


Essa reta (A)(B) é de perfil e pertence ao 


que contém o 


determinados da forma como foi explt 
Traçam-se duas retas horizontais auxiliare 
e cada uma delas marcam-se os pon 
pendicular a linha d 
plano 


(A) e (B) pertencem ao plano por pe 


(r) e (s), e sobr 
e (B) que estejam numa mesma per 


rebatimento do plano de perfil 


feito o 
)J(B7) tem seu tra 


verifica-se que (47 
pondente do plano e, desfeito o rebai 
horizontal acha-se sobre o horizon 


traço 
pertencer a reta (A)(B) ao pla 
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67 o Dada uma reta (A)(B) determinar um ponto (C) 


to igual a três vêzes a cota. da reta que tenha o afastamen 


(A) [1;4,5;1] 
(B [5;2;2,5 ] 


SOLUÇÃO: (fig. 287) 
denied HA sida as projeções de um ponto da ret 
à tugap Re la em uma razão dada (no caso 2/3 
ma di a dade g dos pontos que possuem cota e tido 
Rosh due MRS A um plano definido pela linha de t a 
pri ap a a a megma razão. Então, toma-se atri e 
objetivo, sobre a Mi ro Mel o pratapa vertical de um sn irah 
1 linha de chamada de vertical A'B' da reta dada 5 
e sse pont z essobre 
é tres pri a cota e ERR ação a marca-se o afastamento Ee 
reta (E ENE 
E in io o omiaa pela linha de terra e pont 
E si 7 s pontos na razão 1/3. A i A 
ds projeções hortuontade AB e ZD nap forneos a projeção hort 
pedtados ; Pe A ção horti 
bre A'B!'. Assim o ponto Ei e projeçao vertical C! 
ao problema. 


que pos 


q estara so 
pertence d reta (A)(B) e satisfaz 


B' 


Fig. 287 
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68 e Determinar um ponto da reta (A)(B) que pertence ao (BI) 
(A) [1;0;2] 
te [5;2;1] 


SOLUÇÃO: (fig. 288) 


Nesse caso, a razão é 1, pois cota e afastamento do ponto 
dido são iguais. 

Procede-se de maneira andloga ao exercicio anterior, tomand 
se um ponto D' em qualquer parte de A'B! e determinando-se 
projeção horizontal D de modo a que (D) se situe no primeir 


bissetor. A interseção AB com DE é o ponto C que faz conhece 


C! sobre A'B!. O ponto (C) e a solução 


D B 
Fig. 288 


69 e O mesmo exercício anterior com a reta (A)(B) na seguinte situação : 
(A) [2;-3; 1] 
(B [6;0;-3,5] 
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SOLUÇÃO: (fig. 289) 


pe maneira idêntica ao exerci- 
cio anterior, tem-se em (C) o 
ponto pedido. 


Fig. 289 B’ 


70 e Determinar sobre uma reta (A)(B) um ponto cuja razão entre cota e afastamen 


to seja iguala 2. 
(A) [0;3;1] 
(B) [4;1; 4 ] 


SOLUÇÃO: (fig. 290) 


Ee E relação entre cota e afastamento č 2, temos que 2/y = 2 
Sto 2Y , tsto e, cota z igual a duas vezes o afastamento A 
Manda e-se entao de modo idêntico aos últimos exercicios, to- 
E” arbitrariamente um ponto D sobre AB e marcando-se a 
toi tgual ao dobro desse afastamento. As projeções verticais 
dE po e D'E! se interceptam em C' que faz conhecer C sobre AB. 
E nto (C) da reta (A)(B) estã na razão pedida (cota dupla 
afastamento). 
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71 « Determinar sobre a reta (A)(B) um ponto cuja relação entre afastamento e 
ta seja igual a -3 . 


(A) [1;3;1] 
(8 [5;1; 35] 


SOLUÇÃO: (fig. 291) 


A relação serå pois y/z = -3 ou y = -3z o que significa afa 
tamento y igual a tres vezes a cota z, mas, de sinal. contr 
rio, isto é, afastamento positivo e cota negativa (poden 
ser também afastamento negativo e cota positiva). 


Marca-se arbitrariamente o ponto D' (cota) sobre A'B" e O 


se o afastamento D (negativo) igual a“três vezes a cota. 
do-se Da E e prolongando-se ate a projeção AB (no caso O 
Longamento de AB) tem-se a projeção C que, por uma tinha 
chamada faz conhecer C' sobre o prolongamento de A'B'. OW 
to (C) estã na razão dada (afastamento positivo igual a br 
vez.s a cota negativa). 
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T2 o Deter 
rminar sobre a reta de perfil (A)(B) um ponto 
mento na relação 2/3. ! p que possua sfa e afasta 


(A) [0; 3,5; 4,5] 
(B) [ 0; 6; 1] 


SOL . 
UÇÃO: (fig. 292) 


Lo 
Cada 
e a 
um Ponte ri na epura, marca-se na mesma linha de chamada 
es que satisfaça a relaçao, isto é, duas unidades 
e tres unidades para o afastamento. Feito sso, re 
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bate-se o plano de perfil que contem a reta dada e tem 


(Aj)(B7) e (M1). Esse ponto (My) une-se ao ponto de nte 


ção da linha de chamada que contem a reta dada com a linha « 


terra e qualquer ponto dessa reta O(M7) terã sempre cota e 
fastamento na relação dada. Assim, o ponto (C1) sobre(A1)( 
é a solução e, desfeito o rebatimento, tem-se (C] pelas pro 
ções Ce C'. 


73 e Determinar os traços de um plano (a) , concorrentes em TT ' e simê 


a essa linha e que contém a reta (A)(B). 
mM[?;0;0] 
A [o; -4;1] 
®[5;-1;3] 


soLUÇÃO: (fig. 293) 


Locada a reta dada, o aluno podera ficar embaraçado para tra- 
çar o plano, porque ja sabe que uma reta só não define o pla- 
no; mas o plano possui os traços simētricos à linha de terra 

onde concorrem num mesmo ponto. 
Como cada um dos traços do plano é o lugar geométrico dos si- 
métricos do outro traço em relação a linha de terra, obtém-se 
o traço horizontal am unindo o traço horizontal (H) da reta 
ao simetrico V] do traço vertical (V). Assim, VV = VV! e, da 
mesma forma, para se obter o traço vertical an', uniu-se. do 
traço vertical V’ da reta ao simetrico Hj do traço horizontal 
(H), tudo em relação à linha de terra. 03 traços pedidos são, 
poissan am . 


aM=(H) 
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74 o Mesmo exercício anterior, onde a reta (A)(B) possui o ponto (A) no(a 
ponto (B) no (B. ). 
E (A) [2;-1;2] 


B) [6; 2; -4] 


SOLUÇÃO: (fig. 294) 

Do ponto (A) não é conhecida a cota; mas pre ig no ; 
facilmente é traçada sua epura (ponto no .29 die ção 50 esi 
acontecendo com o ponto, (B) do qual nao e PENE ara aa 
mento, mas que estã no (CB, )Jdo 39 diedro em virtude da cota e 
negativa. Procedendo-se tál como no exercicio antertor, am 


ar" são os traços pedidos. 
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75e Determinar os traços de um plano definido pelas retas (A)(B) e (C)(D). O pon 
to (D) está sobre uma reta de perfil (M)(N) e (C) deve ser tomado sobre 
(A) (B) em um ponto cujo afastamento seja igual a três vezes a cota. 


(A) [5;1;2] (D) [12; ?; -5,7 ] 
(8) [9;4,5;5] (M) [ 12; -2,5; 1] 
(N) [?; 0; -1,5 ] 


SOLUÇÃO: (fig. 295) 


Locados todos os pontos dados, rebate-se o plaho de perfil que 
contem a reta (M)(N) e obtēm-se (My) (N7). Se o ponto (D) esta 
sobre (M)(N), traça-se por D! (progeça?» conhecida) a parulela 
a linha de terra atë encontrar o prolongamento de (M1) (N1) e 
obtém-se 1 que faz conhecer a projeção horizonta! D. 

Para se determinar o ponto (C), procede-se exatamente como no 
exercicio o7 (fig. 287) e teremos a reta (C)(D) pelas suas 
projeções CD e C'D'. Pelos traços das retas (AJ(B) e (C)(D) 
Passam os traço. am e gn'pedidos. 


y a 
IDE FIGURA 295 NA PÁGINA SEGUINTE 
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76 e Preencha us lacunas : 


1) -As retas que podem estar contidas em um plano vertical são: 


2) Um ponto pertence a um plano quando ..........ccii. ae a a asa q pu gear 
3) Diz-se que um plano é projetante quando ..... EP e pe E ET T 
4) As retas principais de um plano SÃO as perea spa snsL As SEO can das US ta 


5) O único plano projetante que não possui reta de máximo declive é o 


SUBA NEED Dinis me tre ai q E Da e o que não possui reta de máxi- 
ma inclinação é o ........ PRS A O RR CARNE da cs asa ae a ua O E O A 
6) As retas de máximo declive e de máxima inclinação de um plano de perfil, 
oa respectivamente «ss snsnesser ca ninima dias ecra sei cassa asa ce... e 
7) Os elementos geométricos que definem um plano são ........iccitittieo 
8 : m 
Dois planos são paralelos quando sasesuserandasads T Rrminbianidiais andas 
9) Dois | = 5 
Pianos que possuem os traços de mesmo nome paralelos são paralelos, ex 
a N TOE anseios dial de ca draia é 
10) 


À êpura de um plano paralelo ao 2º bissetor é caracterizada por possuir os 


Seus traços 


TER AEE UR GAR i Ga a Te ota a de a sn ra E RU QUO NS ia DE O GE 
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77e Por um ponto dado (A), traçar uma reta (A)(B) paralela a um plano 


m [-1;0;0] am! =+ am 
(m[37142] ar = dE 


(8 [55;?;?] 


SOLUÇÃO: (fig. 296) 


0 problema é indeterminado porque, por um ponto, pode-se. 
zer passar uma infinidade de retas. 


Traça-se uma reta qualquer (H)(V) do plano e pelo ponto ai 


traça-se (A)J(B) paralela a reta (H)(V). As projeções de 
situam-se na linha de chamada de abscissa dada. 
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78 o Por um ponto (A), traçar uma reta (A)(B) paralela a | 
que contêm o ponto (C). į um plano (a) de topo 


M [0;0;0] B) [4;?;?] 
(A) L1;1;3] C) [6;2;4] 


SOLUÇÃO: (fig. 2897) 


Como no exereteio anterior, traça-se uma reta qualquer auxili 
ar (H)(V) do plano e pelo ponto (A) traçou-se a reta (A) (BJ 
paralela a (H)(V) situando-se o ponto (B) na Linha de chamada 
de e dada. O traço vertical ar!" do plano foi traçado 
por se saber que ele contêm o ponto (C) e port ) 
tuando a projeção vertical C! j AAEE P a aa 
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79e Por um ponto (A) traçar uma reta (A)(B) paralela ao plano definido pelo | 
to (C) e a linha de terra. 
(A) [ 0; -1,5 ; -2 ] 


O [3;?;?] 
O Cipi; iS] 


SOLUÇÃO: (fig. 298) 
Traça-se arbitrariamente uma reta qualquer auxiliar (D)(C) 
pertença ao plano mm'!(C), isto é, reta que tenha seus tr 
sobre nT' Basta traçar pelo ponto dado uma reta para 

d essa auxiliar arbitraria. Note-se que o ponto (A) estã 

39 diedro e portanto AB devera ser paralela a CD e A'B'a 

situando-se o ponto (B) na linha de chamada de abscissa t 
a õ. 


Fig. 299 


4 Fig- 298 


80 e Por um ponto dado (A) traçar duas retas (A)(B) e (A)(C) paralelas respe 


E 81 
mente aos bissetores. e Por um ponto dado (A), traçar uma reta frontal (A)(B) paralela ao plano (a) 


dado por duas retas concorr 
ç entes (C)(D) e (D)(E). Destac 9 
Meta e red (D)(E) acar o segmento no 19 


(A) [-1,5;1;-2] 
(B) [4; ?; ?] 
(C)[0;0; -3,5 ] 


(A) [3;1;1,5] 
B) [6;?;?] 


G7? ?] (Dj [2; 23-14] 
jo (E) [ 3; 0; -2 ] 
SOLUÇÃO: (fig.299) 

Traçam-se duas retas arbitrarias (E)(D) e (I)(G) que perti 
çam respectivamente aos bissetores (B. eB ).A séguir,as 
retas paralelas as retas arbitrariags, partindo de (A),que 
(A)(B) e (A)(C), situando-se os pontos (B) e (C) nas 
de chamada de suas respectivas abscissas. 


~ 
S 


. 0 segmento do 19 diedro e (B)(H), 
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SOLUÇÃO: (fig. 300) 


As retas que definem o plano es 
tao no 39 diedro e consequente- 
mente a frontal arbitraria (r) 
desse plano tambem estara no 39 
diedro. 

Traça-se entao, do ponto (A) a: 
frontal (A)J(B) paralela à fron- 
tal arbitraria (r) tendo o pon- 
to (B) suas projeções na “linha 
de chamada de abscissa dada. 


onde (H) č o traço horizontal 


da frontal. 


82 e Por um ponto dado (A), fazer passar um plano paralelo a uma reta (B)( 
[Taty hE] 
(B) [ -0,5 ; 3,5; -2 ] 
C) [ 4; -1 ; -0,5 ] 


SOLUÇÃO: (fig. 301) 


Locada a reta e ponto dados, traça-se pelo ponto (A) uma na 
qualquer auxiliar, paralela a reta (B)(C) dada, cujos tra 
são (V) e (H). Qualquer plano que passar por esses traços 


e (H) resolve o problema que, como se ve, é indeterminado. | 


2 
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H Fig. 301 


83 
e Por um ponto dado A), traçar um plano paralelo a uma reta (B)(C) de perfil. 


(A) Ê | ZA 3| 
(B) [5;2;4] 
Lt; 352] 


SOLUÇÃO. A 
UÇÃO: (fig. 302) 


Rebate. 

(81) (c1) a plano de perfil que contem a reta (B)(C) e tem-se 
P or (A1), obtido tambem pelo rebatimento do plano 

CTA que contem, traça-se uma reta paralela a ret 

Pedido? pon cujos traços V! e H passam os traços do dorso 

quer ba se ve, o problema e indeterminado porque uat- 

que passar por V' e por H resolve a tai E 

Os + Oblema admite outra so Derema? 


mo rago ı solução. (fig. 303). Determinar - 
no (a) Pa reta de perfil dada que são V' e H. Qualquer Ry 
€ passar por esses traços é um planc que contem a re 
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de perfil. Desse plano (a), traça-se arbitrariamente uma 
po a seio auxiliar, e pelo ponto dado (A) outra horn. 
zontal paralela a anterior. 
Qualquer plano(B) por exemplo, que contiver a horizontal 
(A)(V1), resolve a questao. O plano (B)e paralelo qo pland 
e, sendo paralelo a (a), também o serã de qualquer reta(B) 
desse plano. ` 
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pUTRE SOLUÇÃO PARA O PROBLEMA 83 (fig. 303). 


vºa(v) 
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ptilizando-se a segunda solução do exercício anterior,obtemos, 
¿lo rebatimento, (B7)(c7) por cujos traços V’ e H passam os 
Eraços de um plano (a)arbitrario. A seguir, traça-se uma hori 
zontal qualquer, (r) por exemplo, de projeções r'er e que 
ertença ao plano (a). Do ponto dado, traça-se outra horizon- 
tal AVI» A' Vi, paralela a horizontal (r). Qualquer plano, co- 
mo o (B)por exemplo, que contiver essa ultima horizontal, so- 


jucíiona. 


84 o Mesmo exercício anterior, mas com a reta de perfil na seguinte situação 
| (A) [1;2;3] 
(8) [5;4;-1] 
E [848531] 


SOLUÇÃO: (fig. 304) 


85e Grife o C ou o E conforme a proposição esteja certa ou errada respectivamente. 


Os ângulos que os traços de um plano formam com a linha 
de terra são contados no sentido direto, (contrário aos pon 
teiros). 


q 


Exceto o plano qualquer que pode conter quatro retas dife 
rentes, os demais planos só podem conter três retas tam- 
bém distintas. 


A i f; 
; Toda reta contida num plano de perfil é uma reta de 
NON | perfil. l 
IN, Toda reta que possuir seus traços sobre os traços corres- 
ON ! f pondentes do plano, pertencerá a esse plano, sem exce- 
ção. 
i i Sempre que um ponto objetivo possuir uma projeção sobre 
B' y -O Único traço correspondente de um plano projetante, o 


ponto pertencerá ao plano. 


Em todo plano paralelo à linha de terra, tanto a reta de 


A f f máximo declive como a de máxima inclinação. serão sem 
2 Cc pre retas de perfil. 
H Em um plano frontal não hå reta de máxima inclinação. 
Toda reta paralela ao 29 bissetor possui suas projeções 
GA simétricas em relação à linha de terra. 


Fig. 304 | Todo plano paralelo a um dos bissetores será perpendi- 
i cular ao outro bissetor. 


Sempre que dois planos possuírem os traços de mesmo 
nome paralelos, são paralelos. 
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Obs.: A solução a esses quesitos acha-se no fim deste capítulo, após as resp 


ao exercício 76. 


86 e Por um ponto dado (M), traçar um plano paralelo a duas retas (A) (B) 
(C)(D) não coplanares . 


(A) [0;2,5;1] (D) [10;1;0] 
B) [257172] (M [4;2;1,5] 
(C) [7; 3,5; 3,5] 


SOLUÇÃO: (fig. 305) 


Pelo ponto dado traçam-se as retas (r) e (s) paralelas as. 
tas dadas e por cujos traços passam os traços corresponden 


do plano. 
am! 
e 


| E 
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87 ePor uma reta (A)(B), fazer passar um plano paralelo a uma reta (C)(D) do(B_) 
I 


(4) [2;3;1] 
(B) [5;0; 5] 


C [1;5;7] 
(D) [10;0;0] 


SOLUÇÃO: (fig. 306) 


Do ponto (C) não é dada a cota; mas como a reta É do bissetor 
todos os seus pontos também o serão, e portanto, a cota dese y 
nhecida e igual ao afastamento. De um ponto qualquer (M) t 
do arbitrariamente sobre (A)(B), traça-se uma reta (r) s 
la a reta (c) (D) e essas duas retas concorrentes ER o 
plano (a) pedido, de traços amear'!que passam pelos tra pr 
respondentes das retas concorrentes. st 
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88 o Por uma reta (A)(B) fazer passar um plano paralelo a uma reta (C)(D) do( 
(A) [0;1;2] C) [5;0;0] 
(8) [3;1;1] D) [7;-4;4] 


Me M'), uma reta (r) paralela à reta (A)J(B), por cujos tra- 
ços passarão os traços do plano (a) paralelo a linha de terra. 


v an’ 


SOLUÇÃO: (fig. 307) 
Exercicio semelhante ao anterior, Pelo ponto (B) da pan au 


traçou-se a reta (V)(H7) paralela a reta (C)(D) do tB pJ 
sim as duas retas concorrentes em (B) definem o do Pra 


D'3 D 


Fig. 308 


% o Traçar por um ponto (A) uma reta paralelo à reta (B)(C) e determinar os tra 
gos do plano que contenha essas duas retas. 


(A) [ 3; -2; -1,5 ] 
(8) [2;2;3] 
C) [5; 0; 65] 


89 é Por uma reta (M)(N) frontohorizontal, traçar um plano que seja paralelo 
uma reta dada (A)(B). 


M) [-3;1,5;2] (A) [0;-2,5; 2,5] 
(NM [1;2;2] e) [3;0;-1] 


SOLUÇÃO: (fig. 308) 


s 
OLUÇÃO: (fig. 309) 


do pelo ponto (A), do 39 diedro, uma reta (r) paralela 
A a) a dada e o plano das duas retas paralelas define o plano 
Locadas as retas dadas, faz-se passar Ppor qualquer ponto da pedido. 


ta frontohorizontal (no caso pelo próprio ponto de proges 
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91e Conhecida a projeção vertical de uma reta (AB) de máxima inclinação 
um plano e uma reta (M)(N) desse plano, determinar : 

a) os traços do plano; 

b) uma reta horizontal do plano de cota igual a -2 e 

frontal de afastamento igual a -1,5.. 


a) (O; ?; 2] M [45 1,554] 
æ [3;2;1] (N) [0;0;0] 


soLUÇÃO: (fig. 310) 


a) Se a reta (M)(N) é do plano, conclui-se que (N) é o 
por onde passarão os traços do planos; e como 
jeção vertical de uma reta de maxima 
diretamente am" perpendicular a A!'B!. 
quanto ao traço horizontal am , obtem-se da seguinte manei 
ra: se as retas (A)(B) e (M)(N) pertencem a um mesmo plano 
e se as suas projeções verticais se coftam em O!, elas são 
concorrentes e portanto, teremos O sobre MN. Onde o traço 
vertical ar 'intercepta A'B! teremos o traço vertical V'que 
nos da V sobre a linha de terra. Unindo-se OV e prolongan- 
do-a nos dois sentidos, tem-se o traço horizontal H da re 
ta de máxima inc.inação e por onde passa o traço an do pla 
nc «e a projeçã horizontal A que situa o ponto (A) no 29 
diedro. Tem-se assim a projeção horizontal AB da reta dema 
xima inclinação da qual sô era conhecida a projeção verti- 
cal. 

b) a horizontal (CID de cota -2 (D' sobre o prolongamento 
de an') e a frontal (E'(F) com afastamento -1,5 (E sobre 
o prolongamento de an ) solucionam o 29 item. j 


. ponto 
A'B! e a pro 
inclinação, traça-se 


F’ Fi i 


Fig.310 
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92 e Dá-se um plano definido pelos pontos (A), (B) e (C). Pede-se: 


SOLUÇÃO: (fig. 311) 


a) Os traços do plano definido pelos pontos dados sao 


a) os traços do plano definido pelos pontos; 
b) os traços de um plano que, contendo o ponto (M) se 
paralelo ao plano dos pontos (A), (B) e (C). j 


(A) [ 10; 2,5;1] (O) [11,0;4] 
(8) [12;1,5;3] (M) [ 5,5; 1,5; 2] 


dos com auxilio das retas horizontais auxiliares (1)(B) e 
(2)(F) por cujos traços verticais V' e Vi passa o traçoan"! 
sendo am paralelo as projeções horizontais das horizon- 
tais auxiliares. ; 
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b) Traça-se uma reta qualquer (r) lí 
e 7 auxil 
A r a determinado no item e a 
TM), faz-se passar um 
cujos traços v a` H mar eo a a 
ralelo ao plano (a). Ev e 


93 o Dá-se um plano definido pela reta (A) 
determinar os traços do pl 
plano dado. 


(B) e o ponto (D) do (B). Pede- 
ano que contenha o ponto (C) e selo eh = 
(A) [1;1;2] Œ [8;1;1,5] 


(B) [4;3;-3]. (D) [7;-1;2] 
SOLUÇÃO: (fig. 312) 


A reta (A)J(B) e o ponto LD) definem o ptano (a), cujos traços 
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foram determinados unindo-se o ponto (D) ao ponto (B) e p 
sando pelos traços dessas retas concorrentes, que são V! e. 
(traços verticais) e H e Hj (traços horizontais). 

Do plano (a)traçou-se uma reta qualquer (r) auxiliar e 
ponto (C) dado, a reta (s) paralela a reta (r) por cujos tr 
ços V3 e H3 passam os traços do plano (B) paralelo ao plano 
ou seja, traços Bm eßn'paralelos respectivamente aos tra 
am am, f i 


94 e Determinar os traços de um plano que contém o ponto (A) e é paralelo 


TE 
(A) [0;1;3] 


SOLUÇÃO: 


(fig. 313 e 314) 


Asa mM 


Fig. 313 


Fig. 314 


Podemos operar de dois modos distintos: o primeiro, que P 
se dizer, č o metodo classico, consiste em se traçar uma 
(r) do primeiro bissetor (fig. 313) e pelo ponto (A) dad 
ma reta paralela a (r) e por cujos traços V!’ e H passarad 
traços coincidentes do plano pedido(anmar'") 
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entretanto, podemos simplificar o traçado da épura pois, como 
pimos quando estudamos plano paralelo ao(B , aq cota do traço 
vertical do plano é igual a diferença entré a cota eo afasta 
mento do ponto (A) do plano. No caso presente, a cota é 3, po 
gitiva, e afastamento 1 também positivo. Então, a diferença 
3-1 =2€ positiva, O que significa que os traços do plano 
(que, como ja sabemos, são coincidentes e paralelos a linha de 
terra), se sttuam acima da linha de terra (traço vertical’ de 
cota positiva). 4s projeções do ponto se situam a distancias 
iguais de nn e dos traços do plano. Assim, no caso, (fig. 314) 
a distancia d da projeção A a nn'ë igual a distancia d da 
projeção A! aos traços do plano. Então dado o ponto pelas su- 
as coordenadas, é suficiente fazer passar o traço vertical do 


plano (com o qual o horizontal coincide) paralelo a Linha de 
terra e com cota igual a 2. 


OBSERVAÇÕES: 
1) Se o ponto possuir cota menor que o afastamento (fig.315 ) 


onde a cota é 2 e afastamento 3, 
tre cota e 


, x Nesse caso, os traços armar 'do pla 
no se sttuarao abaixo de mm", como indica a fig. 315, on- 
de a cota do traço vertical an'estå abaixo da linha de ter 
ra. Continuam iguais as distâncias d, porém agora, da pro- 
deçao horizontal 4 aos traços do plano e da projeção 
tical A! à linha de terra 


A 


ver- 


rs! 
d 
4 
Fig. 316 
Fig.315 

S E 

ga o ponto dado estiver no 29 diedro (fig. 316) onde,no ca 
a cota e +2 (positiva) e o afastamento (-1) negativo, 


se a diferença entre cota e afustamento: 
2 = fel)=247=7% (positiva). 
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Então os traços do plano se siítuarão acima de mm" porqu 
cota do traço vertical sera positiva e igual a 3, como. 
dica a fig. 316. Nesse caso (cota maior que o afastam 
em valor absoluto), voltam a ser tguais as mesmas dis 
elas apontadas na fig. 314. 


soLUÇÃO: (fig. 319) 


Já sabemos que o plano paralelo a de paralelo ù linha de ter 
ra e seus traços são simetricos em delação ant (ver fig.272). 
semelhantemente ao exercicio anterior, poderemos traçar pelo 
ponto dado ` uma reta (r) paralela ao (Bp lque como ja sabemos, 
possut as projeções paralelas entre si (ver fig. 263). Pelos 
traços dessa reta (r) passarao os traços AT e ar'do plano pe- 
dido, que, como se ve, são simetricos a nn'(fig. 319), ou se- 
ja, cota do traço vertical igual ao afastamento do traço hori 
zontal. E, como vimos quando estudamos plano paralelo ao(B. ), 
que a soma da cota do traço vertical e afastamento do trêço 
horizontal e igual a soma da cota e do afastamento de qual- 
quer ponto do plano, tem-se que a cota do traço vertical ar"! 
e igual a 2 + 1 = 3, isto č, a soma da enta como afastamento 
do ponto (fig. 320). E como a citada soma ë positiva,íisso sig 
nífica que positiva sera a cota do traço vertical do plano, 


3) As figuras 317 e 318 mostram exercícios semelhantes co 
tos no 39 e 49 diedros respectivamente. 
Na fig. 317: cota negativa (-1); afastamento negativo 
Diferença: -1 - (-2) = -1 + 2 = 1 (positivo). Então 
vertical an'acima de nm! (de cota positiva igual a +1 
Na fig. 318: cota negativa (-1); afastamento posttivo 
diferença: -1 - (+3) = -4 (negativo). Entao traço ver 
am" abaixo de mn! (de cota negativa igual a -4). 


Fig. 317 Fig.318 


4) É de se notar que as projeções do ponto estarão sempre 
interiores ou ambas exteriores à regiao limitada por mr" 
os traços do plano. 


1 Fig.32 
95 e Determinar os traços de um plano que contém o ponto (A) e é paralelo | g 0 
(85) - 
a (A) (0;1;2] 
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e portanto, acima da linha de terra; consequentemente, o tra 
go horizontal estarã abaixo de nm" com o mesmo afastament. 
Cumpre porem, observar que a disposição dos traços deve se 
mesma que a das projeçoes do ponto dado. Assim,por exe 

se o ponto estiver no 29 diedro (fig. 321), a soma | 
afastamento resulta: 3 + (-1) = 3 - 1 =2 (positiva). Ent 
cota do traço vertical acima da linha de terra e conseque 
mente afastamento do traço horizontal abaixo daquela linh 

epura da fig. 321 esclarece, bem como se observa a ] 
das distâncias: cota ao traço vertical e afastamento do t 
horizontal, iguais ambos à distância entre as projeções do 
to. 


Fig. 321 


As epuras das figuras 322 e 323, esclarecem o problema quan 

se tratar de pontos nos 39 e 49 diedros, a saber: 
- ponto no 39 diedro: (fig. 322) 

Soma de cota e afastamento do ponto: 3 

-1 + (-1) = -1 -1 = -2 (negativo). Então, traço vertre 

am" com cota negativa -2 (abaixo de mm!) e consequenti 

mente o traço horizontal am acima daquela linha. 
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- ponto no 49 diedro: (fig. 323) 
Soma de cota e afastamento do ponto: 
-ő + 2 = -1 (negativo). Então, traço vertical ar! com co 
ta negativa -1 (abaixo de nt" De consequentemente o tra 
ço horizontal am acima daquela linha. T 


ecn’ 


Fig.322 


Fig.323 
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e Traçar por um ponto (A), um plano (B) que o contenha e que seja também 
paralelo a outro plano (a) que é paralelo a 17! 


(A) [0;1;1 
am'= 3 
am = 4 


SOLUÇÃO: 


(fige. 324 e 325) 


£ A 

no “Ítetente traçar uma reta 
Ro no O, cuja cota do traço v 
(A) Ortzontal e 4 (fia 324). 


qualquer (r) que pertença ao pla 
ertical e 3 e afastamento do tra 


A seguir, traça-se pelo onto 

Vi. e ou reta que seja paralela a (r) por eujos Edo 
7 sarão os t j 7 
tamba. Re eta E au do plano(B)que evidentemente sera 
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nodais Fono dação un o a ete da 
A e dalie eo plano r um A 
breo trago vertical do plano aueitiar e' (Ha) sobre mn) a 
ay o e bia Mai os traços do plano p 


do. 


Faz 
“Se passar 
dois p 


straça- 
Ponto (BI 


Origem da 


97e Um plano (a) é definido pelo ponto (B) e mm! 
paralelo ao plano (a) e que contenha um ponto (A). 


SOLUÇÃO: (fig. 


gui, Pontos dados, o qual, rebatido 
tr, se uma reta (r) que seja do 
e a linha de terra, bastando 


8 coordenadas. Essa reta (r) passando por (B1) que 
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ER Fig. 325 


- Traçar um plano (8) 


(A) [0;4,5;1] 
(8 [0;2;1] 


326) 


um plano auxiliar(YIde perfil que contenha os 
fornece (A1) e (B1).A se 

plano definido pelo 
para isso unir (E1) 
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é ponto do plano, e, tendo seus traços sobre tt"! ë reta do. 
lano. Então & suficiente traçar por (A1) a reta (s)paralela 
a reta (r) por cujos traços Vo e Hg passarão os traços Br'!e 
Bm respectivamente do plano(B)pedido. (0 traço horizontal Ha 
foi obtido desfazendo-se o rebatimento). 


98 e Mesmo exercício anterior, com os pontos (A) e (B) na seguinte situação : 


(A) [0;1,5;-2] 
(8) [0;-1;3] 


SOLUÇÃO: (fig. 327) 


Procedeu-se tal como no exercício anterior, com o plano auxi 
liar(y)de perfil, obtendo-se emßBT eBr'os traços do plano. Da 
mesma forma efetuou-se a verificação com a reta (A)(V1) e cons 
tata-se que os traços dessa reta se situam sobre os correspon 
dentes do plano. T 


Fıg.326 


ga 


OBS: Nessa mesma pura da fig. 326, fot feita uma verificaça 
para constatar se o ponto (A) pertence ao plano (B), que, 
deve pertencer por exigencia do problema. 
A verificação foi a seguinte: Pela projeção horizontal 4. 
do ponto, traçou-se a projeção horizontal AVy de uma Pe 
ta qualquer, situando-se V] sobre a Linha de terra qu 
då a conhecer Vi sobre o traço vertical gm 'do plano acha, 
do, e que é o traço vertical dessa reta. Unindo-se 
tem-se a projeção vertical dessa mesma reta que da Hi 
bre a linha de terra que faz conhecer H (projeção hort 
zontal da reta) sobre a projeção horizontal AVI da cit 
da reta e que é o seu traço horizontal. Esse traço É d 
verá se situar sobre o traço correspondente do plano(B 
isto é, sobre Br + como em verdade acontece i i 
Assım,pots, a reta (4)(V1) de projeções AV1 e AVI BM 
suindo seus traços (H)e (V1) sobre os traços ecorrespon e? 
tes do vlano (B)perten-era a esse plano. 
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4 A) Interseção de planos 
ÃO At EXERCÍCIO 76: à 
“o B) Interseção de retas e planos 
1 - qualquer, Eee e m add E fp dc aa a 
= reta do anos 8 c ] 
i = mi a ee Rã dos planos de projeção; D) Perpendicularismo de retas e planos 
4 - horizontais e frontais; th 
5 - plano horizontal; gi frontal; Exercícios: 
- ta vertical e reta de topo; 
E - AA retas concorrentes; duas retas paralelas; uma re A a A) 
e um ponto exterior a ela e tres pontos nao em linha 4 desede inih B) 
na lelas ash referentes a C) 
8 ~ um deles contiver duas retas concorrentes paralelas ab, 


referentes a D) 
tros 
9 - paralelas a linha de terra; a ER 
10 = pd pe a linha de terra e simetricos em relaçao a 
ma. 


SOLUÇÃO AO EXERCICIO 85: 


PERGUNTAS RESPOSTAS 


Peres 
mma da Om mam 


O A) interseção de planos 


Dois planos quando não são paralelos, diz-se que são secantes, isto é, eles " 


tam” ou "se interceptam"; e essa interseção deles é sempre uma reta, 
serva de início com' a linha de terra que é 


se cor 
como se ob 
é a interseção dos planos de projeção. 


Evidente é pois que não hã interseção quando os dois planos são paralelos. 


Para se obter a interseção de dois planos, 
comuns a ambos os 
terseção. 


basta determinar dois pontos que sejam 
planos ou apenas um ponto, quando se conhece a direção da in 


Para facilidade de estudo, dividimos os diversos casos em três grupos, a saber: 


19 grupo: Ambos os planos são dados pelos traços (cruzando - se 
ou não nos limites da épura) ; 


2º grupo: Apenas um dos planos é dado pelos traços; 
3º grupo: Os planos não são dados pelos traços. 


No Primeiro grupo, quando os planos são dados pelos traços, em geral a 
imediata, como por exemplo na fig. 328 onde se deseja a 

E e (B) . E evidente que a reta comum aos dois plano: 

fi aal no ponto de concurso dos traços horizontais dos planos e, da mesma for 
1 Seu traço vertical no ponto de concurso dos traços verticais dos planos dados. 


sim, basta unir o ponto (H) ao ponto (V) e teremos a reta (H)(V) ou reta (r) que 
q interseção desejada. 


solução 
interseção dos planos 
s, deve ter seu traço 
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e~ | dy 
Nem sempre porêm, os traços dos planos se interceptam nas mesmas regions ond 
situam, isto é, traços verticais acima e traços horizontais abaixo da linha de 


z 
como no caso da fig. 328, mas a regra geral é sempre a mesma. 


Seja por exemplo a fig. 329 onde queremos determinar a interseção dos plano 
e (B) . Os traços horizontais am e BT se cruzam em H, nos seus prol 
mentos e os verticais an' e Bm'em V' também nos respectivos prolongam: 
de modo que a reta interseção (H)(V) está no 39 diedro. l 


BT’ 


gr 


Fig. 328 Fig. 329 


Pode ocorrer que, ou pela disposição dos dados ou por exigência do prob 
se possam determinar o ponto (V) ou o ponto (H), isto é, não se poa al 
épura o ponto de concurso de qualquer dos traços dos planos. Nesse ca i 
não será imediata e teremos que recorrer a plano (ou planos) auxiliares, o q 
remos na parte prática, de exercícios. 

Se acontecer que os planos tenham traços de mesmo nome paralelos, também a 
ção é imediata. 


Seja a fig. 330 onde os traços horizontais dos planos (a) e po = har 
Nesse caso, o ponto de concurso dos traços horizontais esta i E inito ml 

próprio) e então a projeção horizontal da interseção será paralela a | 
a reta interseção será portanto a horizontal (r). q 


os tré 


f 
i i em 
i | linha de terra, pelo fato de possuir ho 
Se dois planos forem paralelos à , P coso 
1 


de mesmo nome paralelos não significa que eles sejam paralelos. Nesse 
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Fig. 331 
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terseção, quando houver, será sempre uma 
reta frontohorizontal. A solução não é ime 
diata e teremos que nos socorrer de plano au 
xiliar o que também veremos na parte prá- 
tica. 


Quando os dois planos concorrem num mes- 
mo ponto da linha de terra ou um deles pas 
sar por essa linha, também a solução não é 
imediata e veremos os diversos casos na par 
te de exercícios. E 


Quando os dois planos forem verticais (ou 
de topo) as interseções serão respectivamen 
te retas verticais (ou de topo) como vemos 
nas figuras 331 e 332. 


Em ambos os casos, a projeção puntual de 
cada reta interseção se situará em coinci- 
dência com o ponto de concurso dos respec- 
tivos traços. 


Quando um dos planos só possuir um traço (plano horizontal ou frontal), a reta 
terseção nele terá a projeção respectiva, que será um ponto ou uma reta, depend 


do outro plano. 
Assim, por exemplo, na fig. 333, um plano horizontal (a) e outro de topo (8) 
rão na reta de topo (r) a sua interseção, onde a projeção vertical r', como já se 
estará na concorrência dos traços. q 
Se um dos planos for qualquer e outro frontal, por exemplo (fig. 334), a interseção s 
a reta frontal (r), de traço horizontal H no ponto de concorrência dos traços cor 
dentes do plano, e projeção vertical paralela ao traço vertical do plano de dois t 
Essa interseção estará com sua projeção horizontal em coincidência com o traço d 
mo nome do plano, como é evidente. j 


ANR 
BT Vo 
Fig. 333 Fig. 334 i 
OBSERVAÇÕES: 


2 
1) No estudo de interseção de planos, deve-se ter em vista que a reta interseçã 
sendo comum aos dois planos, deverá ser uma reta que neles possa estar contida. 


Assim,por exemplo, se desejarmos a interseção de um plano horizontal (a) com 
plano frontal (B) deve-se recordar: 
horizontal 


de topo 


Retas de plano horizontal 
frontohorizontal 


frontal 


Retas de plano frontal o, 
| frontohorizontal 
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Observa-se que a Única reta comum aos dois planos é a frontohori ; dal, ai 

ão dos dois planos considerados é fohori i aa ma 
seçã Kai ados é uma frontohorizontal, o que aliás se constata fa- 
cilmente, materializando os dois planos no espaço. Nesse caso, as projeções da interse 
ção estarão sobre os traços correspondentes dos planas,como se observa na fig. 335. 7 


Seja, como outro exemplo, determinar a [má er! 
interseção de um plano qualquer (a) com 
outro paralelo a linha de terra (B) .Te- 
mos que: 
f qualquer >a z 
Retas de um plano | horizontal 
qualquer Frontal 
L de perfil pe 
F 
Retes de plano pa [ qualquer 
raleloa nn’! 7 frontohorizontal 
L de perfil Fig. 335 


vendi que as retas comuns aos planos, são retas qualquer e de perfil, de que vai 
epender da posição dos traços dos planos. Assim, nas figuras 336 e 337, temos os dois 


casos considerados cujas inferseço P 
es são as retas (r els res ectivamente qualquer e 
À 


BT’ 


Fig. 336 


Fig. 337 


Os ca i à 
sos de interseção de pl i a à 
E ç planos considerados dos 2º e 39 grupos, serão objeto dos 


2) 


exerc i O s] | 
ICIO áti men 
S da parte prática. Quanto aos do 1% grupo, some te aqueles que nao sao de 


Solucza-. a 
Ução imediata. 
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e B) Interseção de retas e planos 
ou 


Traços de retas sôbre planos 


rocurar o tra 
Determinar a interseção de uma reta com um plano e o mesmo dp Lo ew 
reta sobre o plano, pois, o que se deseja, é determinar o pon 
no. 


Solução geométrica para o problema: 


ã lano (a) , faz-se 

i interseção de uma reta (A)(B) com um p | 

dai pages B “8 Y (fig. 338). Esse plano intercepta o plano sa s 
do é reta (C)(D) e as duas retas (A)(B) e (C)(D) se interceptam em (1) e a ua 
tão "traço da reta (A)(B) sobre o plano (a) ", pois é o ponto no qua j 


plano. pr ' 


Fig. 338 Pgs 


lano (a) 
Seja, como exemplo, determinar na épura, o traço da reta ii P iea ed 
3397. Escolheu-se o plano de topo (B) como o projetante kos kipi 
nhum inconveniente ser o plano vertical); para isso, fez-se o a E 
cal r' da reta, o traço vertical pr" do plano, cujo traço ii o tapa 
4 linha de terra. Como se sabe, uma reta que pertença a 7 de toro 
rojeção vertical em coincidência com o traço correspon a ad BE Cota 
mn i aa a interseção dos dois planos: o dado A E pipe a arola kon 
i jeçã i ta inter ' 
ão é a reta (V)(H) cuja projeção horizon j A 
ping em i tida dá |' sobre V'H'. Esse ponto (1) é o ponto procura 
a reta E 
reta (r) fura o plano (a) 


DESCRITIVA | 211 


OBSERVAÇÃO 


Verifica-se pelo que acima foi exposto que, para se determinar o traço de uma reta so 
= um plano, é indispensável o conhecimento de interseção de planos. 


e C) Ponto comum a três planos 


Três planos, quando se interceptam, têm geralmente um ponto comum. Para isso é neces 


sário, porém que qualquer um deles não passe pela interseção dos outros dois e nem se- 
ja paralelo a essa interseção. 


Se considerarmos, por exemplo,os dois planos de projeção e um terceiro plano que seja 
bissetor por exemplo, veremos que este último, passando pela linha de terra, que é a 
interseção dos dois primeiros, determina não só um ponto comum com os primeiros, po- 


rém, uma infinidade deles. Já com um plano paralelo a linha de terra e os dois de 


pro 
jeção, não hã nenhum ponto comum. 


Para se obter o ponto comum a três planos, pode-se proceder de dois modos diferentes. 


19) procuram-se as interseções de um dos três planos dados com os outros dois e o pon 
to comum a essas duas interseções é o ponto procurado; 
29) determina-se a interseção de dois quaisquer dos planos dados e procura-se depois o 


traço dessa interseção sobre o terceiro plano; o ponto em que essa reta interseção 
fura o terceiro plano, é o ponto comum. 


OBSERVAÇÃO 


Verifica 
conheci 
plano. 
dem: 


=se assim que, para se determinar um ponto comum a três planos é necessário o 
mento dos dois assuntos anteriores: interseção de planos e traço de reta sobre o 
E, pois, uma sequência de assuntos que deve e precisa ser obedecida, nessa or- 


- interseção de planos; 
- interseção de reta e plano; 


- ponto comum e três planos. 


D) Perpendicularismo de retas e planos 


Tal c 
Ro aconteceu quando estudumos paralelismo de retas e planos, também neste as- 
* Para facilidade do estudo, ficam estabelecidos três grupos a saber: 
19 grupo a) reta perpendicular a plano; 
b) plano perpendicular a reta. 
29 grupo : plano perpendicular a plano; 


3º grupo : reta perpendicular a reta ou retas perpendiculares entre si 
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Estudando separadamente cada grupo, tem-se: 
19 GRUPO: e 
a) RETA PERPENDICULAR A PLANO 


Uma reta é perpendicular a um plano, quando é perpendicular (ou ortogonal) a d 
retas concorrentes do plano. Assim,por exemplo, na fig. 340, as retas (s) e (s1) p 
tencem aq plano (a) e são concorrentes. A reta (r) perpendicular a (s) e (s])é 
pendicular ao plano (a) . No mes 
ma figura, as retas (so) e (s3) são do 
plano (a) ea reta fa) é ortogonal 
a elas, sendo também perpendicular (r) 

ao plano (a) (r) , 


Quando uma reta é perpendicular a 
um plano, a sua projeção e o traço do 
plano sobre o mesmo plano de proje- 
ção, são perpendiculares entre si. 


Exemplificando: seja a reta (A)(B) per l 
pendicular ao plano (a) e (1) o 
plano de projeção (fig. 341). 


O plano projetante (A)A(B) é perpen 
dicular aos planos (a) e (r) por 
que contém as retas (A)A e (A) (B), 
perpendiculares respectivamente aos 
planos (m) e (a). Entãoo plano 
projetante é também perpendicular a 
(M)(N) interseção dos dois planos. A 
reta (M)(N) perpendicular ao plano (A), 
(AJA(B) & perpendicular a A(B). 


Fig. 340 


2 


Então, uma reta é purpendiculas a 
um plano, quando a sua projeção e 
o traço do plano sobre o mesmo pla 
no de projeção são perpendiculares 
entre si. 


A épura (fig. 342) nos mostra uma 
reta (r )perpendicular a um plano 
(a) , isto é, as projeções da re 
ta perpendiculares aos traços de mes- 
mo nome do plano. Considerando que 
o traço horizontal de um plano ê para 
lelo ù projeção horizontal de qual- 
quer horizontal do plano e que o 
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traço vertical do plano é paralelo à proje- 
ção vertical de qualquer frontal do plano, 
conclui-se : uma reta é perpendicular a um 
plano, quando sua projeção horizontal for 
perpendicular à projeção de mesmo nome de 
toda horizontal do plano, o mesmo aconte- 
cendo quando sua projeção vertical for per 
penditular à projeção de mesmo nome 
de toda frontal do plano. 


Por essas razões, a épura da fig. 343 nos 
mostra um plano definido por uma horizon 
tal (r) e uma frontal (s), concorrentes 


em (1). A reta (t) ê perpendicular ao pla 
no das duas retas (r) e (s). 4 


Quando o plano for paralelo a linha de ter 
ra ou passar por essa linha, a condição da 
reta ter suas projeções perpendiculares aos 
traços do mesmo nome do plano, apesar 
zer que ela seja perpendicular ao plano, 


de perfil, 


plano de perfil auxiliar, 


Fig. 343 
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Fig. 342 


de necessária, já não é suficiente para se di 


que porque, se tal ac e 
perfil (fig. 344) seria perpendicular ao plano (a). err dia aa E Aeran 


o mas não será qualquer reta de perfil. Nesse caso, 
o perpendicularismo da reta com o plano, sendo neces 


que a reta terá que ser 
a épura não indica direta 


sário o rebatimento de um 
como veremos na parte prática de exercícios. 


Fig. 344 
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Quando a plano for definido por um ponto e a linha de terra e o ponto de projeç 
quidistantes da referida linha, teremos o caso do bissetor . 
Vejamos então os dois casos: 


Reta perpendicular ao(Br) 
res perpendiculares entre si, toda reta que for perpend 
2º bissetor; além disso, a reta deve ter suas projeçõe 

e os traços do plano bissetor estão em coinci 
deve ser paralela ao (Bp) e ser de verfil. | 


Sendo os dois planos bisseto 
lar ao 19, será paralela ao 
pendiculares ù linha de terra, porqu 
cia com aquela linha. Então, a reta 


Seja entao, por um ponto (A), de projeções A e A' (fig. 345) traçar uma reta perp 


cular ao (CB) 


Traça-se uma reta (C)(D) do ( Bo?) , de perfil e, pelo ponto dado, uma reta 
de projeções AB, A'B que lhe seja paralela. (ver fig. 133 e recordar paralelismo 
duas retas de perfil). Essa veta (A)(B), de perfil, é perpendicular ao (Br ), ap e 
tando como caracteristica principal possuir suas projeções iguais em grandeza e s 
do, isto é, AB = A'B' e no mesmo sentido, quer dizer, A' para º no mesmo sentid 


A para B. E sempre que isso ocorrer, os traços de uma reta perpendicular ao(B $ 


simétricos a linha de terra. 


vV’ 


Como no 
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podemos também resolver o, problema 
1 X rebatendo-se o plano d fi 
to (A) e a sua interseção como (B j ) ; E rn AT 
conforme nos most i z 
: ; i A ra a épura da 3 
rij i wa a simetria dos traços da reta acima menciónada Ve eH e ps t nim 
ak E es i ma grandeza e mesmo sentido, as projeções oa reta (A)(B) z v 
+ onde o ponto (B]) foi tomado arbitrariamente na PAES i i pe 


19 bissetor. id 
Reta perpendicular ao (Bo) 
Uma reta perpendiculur ao 2º bissetor, é de perfil e paralela ao 19 bissetor. A ret 

3 š ape 


dida, (A)(B), deverá então ser 
i paralela a uma reta (C)(D) d fi i 
fria. pa ds na perpendicular ao que o bd ipi a seo A 
pe i mesma grandeza (AB = A'B') mas, inversamente ao e are ri 
es, isto é, a projeção horizontal AB no sentido de A para B (bai pe 
ixo pa 


ro cima) e a vertical A'R' i i 
no sentido À! para B' (cima para baixo), o que se - 


pelo sentido das seta: sd 


A : (4) 


A 


Fig.347 
Fig. 348 


caso d í 
o de reta perpendicular ao(B_ ), também se pode traçar uma perpendi- 


Sular 
-ao( B 
seção Xebatendo-se o plano de perfil que passa pelo ponto (A) e sua inter- 


com oi (B) 
P conforme nos mostra a épura da fi 348. A i 
h i > g. ` reta per endicular 
P presenta a característica de possuir seus traços coincidentes. ý 
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b) PLANO PERPENDICULAR À RETA 


E a recíproca do caso anterior. Lo- 
go, quando os traços de um plano fo 
rem perpendiculares as projeções de 
mesmo nome de uma reta, o plano é per 
pendicular à reta. Então, (fig. 349) 
para se traçar por um ponto (A) um 
plano (a) perpendicular a uma reta 
(s), traça-se pelo ponto uma horizon 
tal (r) do plano pedido, cuja proje 
ção horizontal r seja perpendicular à 
projeção de mesmo nome da reta da- 


da. 


O plano que contiver essa horizontal 
é a solução. 


2º GRUPO 
PLANO PERPENDICULAR A PLANO 


Dois planos são perpendiculares 
entre si, quando um deles con 
têm uma reta perpendicular ao 
outro. Então, (fig. 350)para de 
um ponto dado (A) se traçar um 
plano (B) perpendiculara um 
plano (a) dado, traça-sea per 
pendicular (r) sobre o plano da 
do e qualquer plano conduzido 
por essa reta será perpendicular 
ao plano dado. 


OBSERVAÇÃO 


O problema é indeterminado por 
que por uma reta pode-se fa- 
zer passar uma infinidade de pla 
nos, como já sabemos. E 


Se dois planos são perpendicula 
res, isso não significa que seus 
traços sejam perpendiculares 
(ver fig. 350). Só há perpendi 
cularismo entre os traços, quan 
do um deles pelo menos é pro- 
jetante. Assim, por exemplo, se 


DESCRITIVA | 


um deles é projetante em relação ao plano (1) - plano vertical 


zontais são perpendiculares entre si e, 
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í - os seus traços hori 
se projetante ã o 
proj em relação ao plano (1 ' )- plano 


de topo7 Os seus traços verticais é que são perpendiculares entre si. (fig. 351 e 352 ) 
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Ainda por um ponto dado pode-se traçar um plano perpendicular a dois planos da 
basta para isso traçar um plano perpendicular ù interseção dos dois planos da 
o qual será perpendicular a cada um deles. Para esse caso pode-se utilizar o 
método, que consiste, do ponto dado baixar uma perpendicular sobre cada plan 
o plano dessas duas retas será o plano desejado. 


Assim, por (A) traçou-se o plano (y) perpendicular aos planos (a) e (B) 
tilizando-se o segundo método acima descrito (fig. 353). 


Estudaremos a seguir o caso dos planos perpendiculares aos planos bissetores. 


Plano perpendicular ao (8) 


Seja na fig. 354, a reta (A)(B) perpendicular ao 1º bissetor, cujos traços são si 
tricos ù linha de terra, como já.vimos na fig. 345. Qualquer plano, como o (i 
por exemplo, que for conduzido pela reta (V)(H), será perpendicular ao 19bissek 
Sua épura é, pois, caracterizada por possuir" os traços simétricos em relação a lii 
de terra. 
Se, na fig. 354, o ponto T = T' se tornar impróprio, isto é, se for lançado ao ini 
o plano (a) tomará a posição da fig. 355, isto é, ficará paralelo à linha de terra, | 
nando-se então paralelo ao 29 bissetor continuando perpendicular ao 19 bissetor. l 
(Comparar a fig. 355 com a fig. 272). N 


an’ 


S 
O perpendiculares ao (Bo) 
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OBSERVAÇÕES : 


São perpendiculares ao (67) Os seguintes planos: 


- plano qualquer de traços simétricos a nT'!: 
1 


- plano paralelo a linha de terra e tambêm de traços simétricosa mr! 
- qualquer plano de perfil; 


- o 2º bissetor. 


Plano perpendicular ao (B) 


Seja na fig. 356, a reta (V)(H) perpendicular ao 
coincidência, como já vimos na fig. 347, onde a 
de sentidos contrários. Qualquer plano, como o 
pela reta (V)(H), será perpendicular a 2Ọ bisset 
possuir os traços em linha reta. 


Se na fig. 356 o =T' OE T es l 

teias Rd Es Sino ema isto é, sefor lançado ao infinito, o 
. k e paralelo, poi Obi . 

pendicular ao 29 bissetor . (Comparar a fig. 357 nia din | ne continuando per- 


öte š 
2€ bissetor, cujos traços estão em 
s projeções são iguais em grandeza mas 
(a) por exemplo, que for conduzido 
P. E a . 

or. Sua épura é pois, caracterizada por 


xR som! 


Fig. 356 
OBSERVAÇÕES: 


Fig 357 


os seguintes planos. 
Plano qualquer com traços em linha reta; 
= lan ` . 
Plano paralelo à linha de terra com traços em coincidência; 
(A 
qualquer plano de perfil; 


- 01º bissetor. 
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3º GRUPO 


RETAS PERPENDICULARES ENTRE Sl 


A regra geral para se traçar por um ponto uma reta perpendicular aoutra, co 
em conduzir, pelo ponto, um plano perpendicular à reta e determinar o ponto de i 
seção da reta dada com esse plano. Uriindo-se o ponto assim obtido, ao ponto dado 
remos a reta pedida. 


A fig. 358 nos mostra a solução geométrica. Seja o ponto (A) pelo qual desejamos 
çar uma perpendicular ù reta (B)(C). 


dicular à reta (B)(C); o ponto (M) & 
Traça-se pelo ponto, o plano (a) perpen i / 

ço E mi (B)(C) no plano (a)’ , o qual, unido ao ponto (A) dado, determina 
(A)(M) que & a reta pedida. Í 


(8) A 


(c) 


Fig. 358 
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Em épura, (Fig. 359), seja o ponto (A) pelo qual se deseja fazer passar uma reta per- 

ndicular a reta (B)(C). Traça-se uma horizontal (A)(V) cuja projeção horizontal AV 
seja perpendicular a projeção de mesmo nome da reta, a fim de se traçar o plano (a) 
perpendicular a reta dada. À seguir, para se determinar o traço da reta (B)(C) no pla- 
no (a) v, faz-se passar o plano projetante (B) , dareta dada. (usou-se no ca- 
so o de topo). À interseção dos planos (a) e (B) areta (Vi)(H) e as pro- 
jeções horizontais da reta BC, e da interseção, V1H, se interceptam em M, que dá M' 
sobre o traço vertical do plano projetante. 


A reta (A)(M) éa solução, cujas projeções são AM e A'M'. 


OBSERVAÇÃO 


Quando a reta dada for paralela a um dos planos de projeção, não é necessário aplicar 
o estudado na solução geométrica, em virtude do teorema projetivo do ângulo reto, 
que é: 


"Quando a projeção horizontal de uma reta qualquer for perpendicular à projeção de 
mesmo nome de uma reta horizontal, as duas retas são perpendiculares entre si, o mes 
mo acontecendo com a projeção vertical, se a reta for frontal". 


Assim, dada uma reta horizontal (ou frontal) para se traçar por um ponto dado uma re 
ta que lhe seja perpendicular, basta unir a projeção horizontal (ou vertical) do ponto, 


perpendicularmente a um ponto qualquer da projeção horizontal (ou vertical) da reta 
dada. 


Às Figuras 360 e 361 nos mostram as retas (r) e (s) perpendiculares respectivamente às 
retas horizontal e frontal. 
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NOTA 


Na parte relativa a "Distâncias" serão resolvidos problemas sobre perpendicular 
a duas retas. 


A seguir a parte prática do Capítulo IV, com numerosos exercícios. 
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e Exercícios do capítulo IV 
- referentes a A) 
99 o Determinar a interseção de dois planos cujos traços se encontram num mesmo 


ponto (T) de mT'!. 


AN 
am! =+550 Bm! =+409 
A A” 
aT e309 BT = -509 


SOLUÇÃO: (fig. 362) 


O ponto (T) de concurso dos traços sobre nt! já E um ponto da 
interseção. Basta então determinar mais um ponto da interse- 
gao e para isso traça-se um plano horizontal y auxiliar, que 
intercepta os planos dados segundo duas horizontais que têm em 


(I) o ponto comum e que é o outro ponto da interseção deseja- 
da. A reta (T)(I) é a solução. 


401 + Determinar a interseção de dois planos quaisquer, (a) e (B), cujos pontos 


100 o Determinar a interseção de um plano frontal (a) que contêm o ponto. E 
de concurso dos traços são respectivamente (T) e (J). 


com um plano (B) perpendicular ao ( Bi ) 


(A) [4;2;1] (T) [0:0:0] (J) [6;0;0] 
(T) [0;0;0] aT' =608 am = -300 
Bhi -409 Br! =759 ÉT = -1200 


pia di a SOLUÇÃO: (fig. 364) 
Ê Da 


Fig.363 


Fig. 364 


Very 


l P a ; fica-s ; caí 
Se o plano frontal contem o ponto (A), serã facilmente traçé hos não fra pelos dados QUe Og dois traços vertteats dos pla 
do porque a projeção horizontal do ponto estara sobre o tra ) Ponto da É encontram nos limites da epura. Tem-se apenas um 
E d Se o plano(B)é perpendicular ao B Jele tera os tra É mis a interseçao que e o ponto de concurso dos traços hori 
E print p E suficiente ap ats H, que faz conhecer H! sobre a linha de terra.Usando- 


SWE TO : 880 8 . 
gos simetricos a Linha coesa e raia a dos tragos A “iai plano horizontally auxiliar, teremos nas horizontais 
nas o conhecimento de um angulo e T em uto do traço EM e e (s) as interseções do plano (Y) com os planos(a Je( B)dados 
com a linha de terra. a pero Aglio A g | fo em I o ponto de encontro das suas projeções horizontais que 
zontal, sera o mesmo o do traço Ep) Tede I’ sobre o traço vertical do plano auxiliar. A reta 
A reta frontal (r) é a solução. MI) é a interseção desejada. 


OBS. 


:No início do e$tudo sobre "interseção de planos" na 


tra A, fot esclarecido que, para se obter a interseção 
dois planos, bastava determinar dois pontos que fo 
comuns aos planos ou apenas um ponto desde que conhe 
a direção da interseção. Então, quando os traços de 
mo nome de dois planos não se encontram nos limites da 
pura, podemos empregar outra solução que não a exposta 
exercicio 101. u q 
Sejam os planos(a)e(B)eujos traços horizontais por e 
plo, não se encontram nos limites da êpura (fig. 365). 
mo os traços verticais de(a)e(B)se cruzam em V’ que di 
sobre mn! , esse ponto (V) ja e. um ponto da interse 
procurada, como sabemos. E, como as interseções de d 
planos paralelos com um terceiro plano são duas petas 
ralelas, utiliza-se um plano auxiliar (y)que seja pa 
lelo ao plano (B) por exemplo. Esse plano (y) intercep 
plano CE penh $ a reta (V1) (H1) à qual a interseção | 
curada sera paralela. Tem-se assim um ponto da inter 
ção desejada que é o ponto (V) e a sua direção, que ê 
reta (V1) (H1). Baeta então pelo ponto (V) traçar a P 


(r) paralela à reta: (V/)(H1) e que é a soluçao. 


e 
ne ; a 
vi nhum ponto da interseção, 
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4020 Achar a interseção de dois planos (a) e (B) cujos traços não se encon- 
tram nos limites da épura. 
(Exercício sem coordenadas). 
SOLUÇÃO: (fig. 366) 


tere R t = 
te1 O J n men 


Me to sao necessarios dois planos ho 
ats auxiliares, obtendo-se assim os dois pontos da in 


Se . é 
ao desejada que, unidos, fornecem a reta solução (M)(I). 


z 
er 
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108 e Determinar a interseção de um plano horizontal (a) de cota igual a 2, 
um plano (B) paralelo ao (Bp? de cota igual a 3. (a unidade é o cr 

SOLUÇÃO: (fig. 367) 


ső foi dada a cota; mas, sendo paralelo ao (By 
é paralelo a mm! e de traços simétricos em relação a linha 
terra. A reta interseção de um planohorizontal com um pla 
paralelo ù linha de terra, evidentemente sô podera ser um 
frontohorizontal e que terã sua projeção vertical sobre o tr 
ço do plano horizontal, pois serã uma reta desse plano.Usand 
se um plano qualquer (y) egmo auxiliar, produzira duas inte 
seções com os planos dados cujas projeções horizontais se É 
terceptam em M que fornece M' sobre o traço am! Desse p 
to (M) traça-se a frontohorizontal” (r) que é a solução. 
obs: Poderia ser usado um plano de perfil auxiliar, como se 
rã no exercicio a seguir. 


Do plano (B) 
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104 e Determinar a interseção de dois pl 
terra segundo o diagrama belo ii perje fta 
SOLUÇÃO: (fig. 368) 


Usou-se agora, como plano ba 
U auxiliar, o d - 
raio ? ano T e perfil 3 
re js da sido utilizado um neu EC ta E e 
dba Ema pema o pi tntereepta cada plano Ee Agape 
1e 3 que se interceptam Pra 
em (I).Desfeito 
rojeções I e I'por 


onde passam as 
tda que, como & e- 


vidente 2) 
» SO pode ser uma fronto horizontal. 
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105 e Mesmo exercício anterior, porém os planos dispostos segundo o diagrama 


Me 106 o Achar a interseção de um plano (a) paralelo a linha de terra com o (ep) 


at'=3 


am =2 


SOLUÇÃO: (fig. 370) 


Ueando-se um plano de perfilly)auxiliar, suas interseções e 

os planos dados, após seu rebatimento, são V'H, com(a) 0(B1) 
que forma o angulo de 450 commm "com o(B 148 Enade e é; t 1? 
ceptam em ary que fornecem M e M' desfaZendo-se o Pee po ALN 


to. Por M e M! traçam-se jeço ; 
ia ç as projeções da frontohorizontal so 


SOLUÇÃO: (fig. 369) 


utilizando-se como plano auxiliar o qualquer(y)de traços e 


auxiliar. 
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107 e Determinar a interseção de um plano (a) que contém c ponto (T) c 
plano definido pela linha de terra e o ponto (A). 


ars 459 
(A) [4;172] Aa 
m [0,070] OT am 


SOLUÇÃO: (fig. 371) 


Se um dos pianos passa pela linha de terra, o próprio E 
(T) de concorrência dos traços do plano(a) ja e um Por i 
interseção procurada, bastando, pois, procurar apenas e 
ponto dessa interseção, o que se consegue e o au 
ar(y)Jhorizontal. A interseção desse plano auxiliar on 
araya a horizontal (r) e eom o plano TT (A) r a onto 
zontal cujas projeções passam pelas projeções . Ee ponti m 
interseções tém em (M) o seu ponto comum, definido p ; p 
jeções M e M!’ que, unidas ao ponto T = T' determinam areta 
M'T' que & a interseção desejada. 


Fig.371 
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108 e Dois planos quaisquer (a) e (B) concorrem no mesmo ponto (T) da linha de 
terra e seus traços de nomes contrários coincidem. Determinar a interseção de 
ambos, sabendo-se que o plano (a) contém o ponto (A). 


m [0;0;0] 
(A) [4;1;2] 
SOLUÇÃO: (fig. 372) 


A 
aT = -259 


Determinado o traço am pelo angulo que ele forma com a linha 
de terra, traça-se por 4 a projeção horizontal de uma horizon 
tal (r) auxiliar, cuja projeção vertical passarã por 4! e ag- 
sim, pelo traço vertical V’ dessa horizontal auxiliar, passa- 
rã o traço vertical do planola). 

0 plano(B)e facilmente determinado, por se saber que seus tra 
ços concorrem no mesmo ponto (T) com o plano(a) e que os tra- 
gos de nomes contrários coincidem. Tendo-se os dois planos(a) 
e(B) passa-se um plano horizontal auxiltar(Y)e determinam -se 
as interseções desse plano auxiliar com os planos dados, que 
são as horizontais (r) e (s) cujas projeções verticais estao 
sobre o traço vertical do plano (Y). como o ponto (T) ja ë um 
ponto da interseção, basta uni-lo ao ponto (I) de encontro 


das projeções horizontais das horizontais (r) e (s).A reta(I) 
(T) e a solução. 


Fig. 372 
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109 o Determinar a interseção do plano (a) perpendicular ao (g ) que ç 
a reta (A)(B), como plano (8) paralelo à linha de terralque contêm a 
ta (B)(C). Assinalar somente, da interseção, o segmento no 19 diedro. 


(A) [3;1;1] 

(8) [5;4;2] 

C) [6;2,5;0] 
SOLUÇÃO: (fig. 373) 


Pelos traços H e V' da reta (A)(B] passam os traços do pl 
(a) que, por ser perpendicular aolB Jtem seus traços em lt 
reta. O plano (B) paralelo u linha ab terra, tem seus “tra 
passando pelos traços da reta (B)(C), que são C = Hj e Vi. 
Determinados os traços dos planos(a)Je(B), a interseção é t 
diata, na reta (1)(2) no 49 diedro e onde se têm em r e pr! 
projeções no 19 diedro. ; 


e 
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110 o Determinar a interseção de um plano (a) que contêm o ponto (T) com outro 
dado pela sua reta de máximo declive (A)(B). 


(T) [0;0;0] 
(A) [4;0;2,5] 
G [62171,5] 


AA 
am '= 509 


a 
am = -609 


SOLUÇÃO: (fig. 374) 


não ha necessidade de determinar os traços do plano definido 
pela reta de maximo declive. É suficiente fazer passar dois 
planos horizontais auxiliares por dois pontos quaisquer da re 
ta (A) (B). No caso, fizemos passar por esses dois pontos, cu- 
jas interseções com o plano(a)são as horizontais V1, V'1! e 
Vis V72 » situando-se os pontos 1 e 2 nas interseções das pro 
jeçoes horizontais das horizontais, com as perpendiculares a 
AB traçadas pelos pontos A e B respectivamente, 4 reta (1) (2) 
e a soluçao. i 
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411 e Achar a reta comum aos planos, (a) que contém o ponto (Deo d 
pelas retas (A)(B) e (B)(C). 


m [0;0;0] (O [11;35; 4,5] 
A 
(A) [6;2;2] am'= 350 
ms 
œ [8;0;1] 
SOLUÇÃO: (fig. 375) 


Como no exercício anterior, não é necessário determinar os 
ços do plano definido pelas retas. É suficiente passar d 
planos horizontais auzxiliares,(B) elB Jedeterminar a inter 
ção de cada um desses planos auxiliares com os planos dado 
As projeções horizontais das horizontais resultantes do p 
meiro plano auxiliar(B)encontram-se em M que da M' sobre(B 
As projeções horizontais das horizontais resultantes do se 
do plano qui liurtB encontram-se em N que dá N' sobre (BT 
A reta (M)(N) pelas suas projeções MN e M'N’ č ainterseção 


sejada. 
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412 o Determinar a interseção de um plano (a) com os traços em linh 
contêm o ponto (T), com o definido pelos pontos (A), (3) e (O. REM 


m [3;0;0] (C) [6,5;-2,5; -4 ] 
(A) [0; -1; 3,5] Ah '= 459 
8) [2,5; 2,5; 5] 


SOLUÇÃO: (fig. 376) 


0 problema e inteiramente idêntico ao exercicio anterior. Pi 

mos passar dois planos horizontais auxiliares e ie pia 
as interseções desses planos auxiliares com os planos rei 
Com o primeiro plano auxiliar determina-se o ponto (M) a 
suas projeções M e M' e com o segundo plano, o ponto en” = 
las suas projeções Ne N'. A reta (M)(N) é à solução = 
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113 e Determinar a interseção de dois planos paralelos“a linha de terra, sabe 
que coincidem seus traços de nome contrário segundo o diagrama abaixo. 


an'=ßBr 


an=Br' 


SOLUÇÃO: (fig. 377) 


Um plano qualquer (y)auxiliar intercepta os dois planos. de 


dos segundo as retas (V)(H) e (V1)(H1) e qs projeções des 


retas se encontram em um mesmo ponto de onde se traça a reta. 


interseção pedida, que é uma frontohorizontal do 49 die 
com as projeções em coincidencia.. 


1140 Determinar a interseção de um plano de topo (a) que contém o ponto (T) 
com o definido pelas retas paralelas (A)(B) e (C)(D). 


m) [0;0;0] (C) [3;?;?] 
(A) [1;4;3] 0) [7,048] 
8 [4;1;1] an! = 459 


SOLUÇÃO: (fig. 378) 


Um primeiro plano horizontal auxiliar(B)intercepta o plano de 
topo, segundo a reta de topo (r) cuja projeção puntual r’! se 
situa no ponto de concorrencia dos traçosameBr'e o plano das 
paralelas, segundo a horizontal (B)(E), de projeções B'E! e 
BE sendo B'E! coincidente com o traço Br'. As duas prodeodee 
horizontais dessas interseções, se interceptam em M que forne 
ce M' em coincidencia com r' sobreßn' T 


n e 

E P Pe 

te Dei plano horizontal auxiliar (y) determina igualmen- 
os planos dados, duas interseções, que são: a de topo 


240 


telas, interseções essas que têm em N o p le œe À 
das projeções horizontais que fornece N' em coincidencia ceo 
gts i i N . ’ 
A reta (M)(N), petas projeções MN, M'N! é a solução,onde M'N 


pisontal (A) (F) com o das par 


(s) com o plano de topo e a ho 
i onto de concorrenci 


estã sobre o traço am . 


Determinar a interseção de um plano horizontal (a) como definido pi 
retas (A)(B) e (C) (D) frontohorizontais. 


(A) [0;1; 25] 
(8) [3;2;9] 
te [iS 21] 


115 o 
(D) [3,5;?;?] 


cotade an'=3 


SOLUÇÃO: (fig. 379) 


Fig.379 


Iraça-se uma reta auxiliar qualquer, (C) (B) por exemplos 
lano definido pelas frontohorazontais 


pertença ao p 


e dete” 
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na-se F' sobre at'que faz conhecer F jeça 
sobre a projeção 
caso, no prolongamento de CB). Esse ponto (e) E E a 


terseçao, que so pode ser um X 
ao dp MT a frontohortzontal, traça-se 


116 o Determinar a interseção de um pl f 
plano de perfil (a) que passa pel 
com outro definid P pelo ponto (T) 
para inido pelos pontos (A), (B) e (C) do qual não se pode utilizar 


(B) [2; 2,5; 1,5] 
(O) [3,5;1; 0,5] 


m [1;0;0] 
(A) [0;2;1] 


SOLUÇÃO: (fig. 380) 


A reta (A)(B) e o prano de per- 
fil têm em (2) um ponto de eru 
aumento e que e portanto um pon 
to da interseção. E 
4 reta (B) (C) e o mesmo plano de' 
o é têm em (1) um ponto de 
de E ago e que e outro ponto 
zf erseçao. A reta de perfil 
(2) é a pedida. 


117. ; 
Determinar a interseçã i 
ção de um plano vertical E 
com outro definido por um ponto (M) e ça a O. ARES EMP 
mM [1,5;0;0] (Ch [554 ips] 
(M) [0;2,5;1,5] om = -400 


(B) [3; 0,5; 3,5 | 
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SOLUÇÃO: (fig. 381) Pepe p 
Utilizando-se como plano auxiliar o frontal(B), este intere, 


(1) 0;0;0 
ta'o plano definido pelo ponto e reta dados, segundo a fr s J 


tal cujas projeções são 1C e 1'C' e o plano pg E et o rage 
z j jeça 1 é I que e tambe o E 
vertical cuja projeçaoo puntuat, 4 "o Bl Em 
EA da encontro das duas projeções horizontais e que da I 8 A a 


; z da. 
1'c'. É jã um ponto de interseção procura 
operando-as do manetna idêntica com tm begunfe Pieno iaai 
xiliar, o ponto comum e K que fornece À. a 
pe per Ri da interseção pupeupaddo: Mpini a os do SOLUÇÃO: (fig. 382) 
temos a reta solução (I)(K) pelas projeções IK, ê 
Toma-se arbitrariarexte ur pon- 
to (A) que perterça ao (3 de pro- 
cedetse como no exercicio nume- 
ro 107. 
Como o plano bissetor passa pe- 
la Linha de terra, o ponto (T) 
ja é um ponto da interseção, e, 
para se obter o outro ponto, tra 
ga-se um plano horizontal (B)au 
tiliar, que determina com os pla 
nos dados duas interseções au- 
riliares, as quais têm em (B) o 
ponto comum. A reta (B)(T)do 29 
bissetor é a interseção pedida. 


96 


(A) [2;3;0] an'= 2,5 
(B) [5;1,5;4] am =4 
C) [10;2;0] 


S 
OLUÇÃO: (fig. 383) 
Uti 


a 


(esta última no seu prolongamento). As duas 
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118 o Determinar a interseção de um plano qualquer (a) que contêm o ponto 


Empregando planos verticais como auxiliares, determinar a rete comum ao 
plano (a) paralelo ù linha de terra, com o plano definido pelas retas con- 
correntes (A)(B) e (B)(C) do qual não se pode determinar os traços. 


Bena, Sos agora, como plano auxiliar, o vertical (8). Procu- 
a Se as interseções desse plano auxiliar com os 
ttg têm-se: com o plano paralelo ù linha de terra 
O pix que e imediata, Com o plano das retas tem-se: o traço 
e Ontal do plano interceptou as duas projeções de mesmo no 
E Biço retas em A e D que dao respectivamente A'e D'sobrea'B? 


projeções 


planos da 
a reta 
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5 li ue são H'V' eA'!'pt 
eat s interseções auxiliares, que. 
e ap O o fornece M sobre o traço horizontal do pia 
pehe i M 2 onto (M) é um ponto da interseção procul | 
¿meiro determina de modo i 
no(B) paralelo ao prime i zod 
ia A, um segundo ponto pri dg 
o O T (M) (N) temos a soluçao pelas 
jada. i 


M'N! 


auxiliar. Esse 


ig. ; D 
à primeiro plano auxiliar fornece (M) ec mo um ponto da inter- 
seção desejada e o segundo, (N). A reta (M)(N) ë a solução. 
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eu ai 
obs. Nesse exercicio foram empregados planos verticais como au 
giliares, por imposição dos dados, mas se empregarmos planos 


de top% por exemplo, a soluçac sera a mesma evidentemente. Na 


984, O mesmo exercicio com planos de topo auxiliares. 


Fig.384 


Determinar a interseção 


e (B)(C) e (D)(E) e (E)(F) 


de dois planos dados pelas retas concorrentes (A) (B) 


(A) [0;2;1] (D) [ 5,5; 35;4] 
(8) [ 2,5; 0,5; 3,5] (e) [8;0;1] 
(C) | 446384 1,5] (F) [10;1,5;93]) 
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SOLUÇÃO: (fig. 385) 
Um primeiro plano horizontal auxiliar(a) fornece as segu 
interseções: (1)(C) com o plano das: retas (n)(B) e (B)(C 
(2)(3) com o das retas (D)(E) e (E)(F) cujas projeções 
zsontais se cortam em M que da M' sobre o traço do plano ( 
Esse ponto (M) e pois, um ponto da interseção procurada. 
Operando de modo idêntico com um segundo plano auxiliar (f 
também horizontal, teremos duas interseções auxiliares ç 
ponto comum é (N), pelas suas projeções N e N' e que e o 
tro ponto.da interseção desejada. Unindo-se (M)(N) tem- 


ta solução pelas projeções MN, M'N'. 


D: 


ad 


A 


Fig.385 


Determinar a interseção de um plano definido por duas retas paralelas | 
e (C)(D) com outro definido pela reta de máximo declive (E)(F), dos que 
se pode determinar os traços. 
(a) [0;1;1,5] 
e) [3;0,5;3] E) [6;0;3] 
(o [1,57 24 1,5] P [85:3 u 


121 0 
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soLUÇÃO: (fig. 386) 

procede-se de modo idêntico ao exercicio anterior, com o em- 
prego de dois planos horizontais auxiliares(a)e(B), os quais 


determinam interseções auxiliares cujos pontos comuns são res 
ectivamente (M) e (N), como o fizemos no exercicio anterior. 
a reta (M)(N) pelas suas projeções MN e M'N! č a interseção 
procurada. + 
obs: Tratando-se de plano definido pela reta de máximo decli- 

ve, as projeçoes horizontais das horizontais interseções 

com os planos auxiliares são perpendiculares à projeção 


horizontal EF da reta de máximo declive. 


1220 


Determinar a interseção do (B) ini | 
ção do ') com o plano. definido pelo ponto (M 
reta (A)(B) do qual não se pode Tha os traços. di diii 


(A) [9;1;5] 
(8) [0;3,5;-1,5] 
M [6;3;4] 
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SOLUÇÃO: (fig. 387) 


Por M’! (projeção vertical do ponto que com a reta defir i 
no), faz-se passar um plano horizontal auxiliar (a)e a 
na-se sua interseção com os planos dados. Com o pior 
do pelo pontc e reta, a interseção e a horizontal a 
projeções MC, M'C' e, como 19 bissetor e a frontohai iE 
de projeções DE, D'E! que tem em F seu ponto comum, qu 
conhecer F' sobre o traço do plano auxiliar e que e E r 
da interseção procurada. A frontohorizontal acima e 
tem suas projeções equidistantes «a linha de terra e os P 
(D) e (E) são tomados arbitrariamente. 

Procede-se de modo idêntico com um segundo plano froni i 
liar (B), passando por M, cuja interseção com o prani i 
do pelo ponto e reta e a frontal de projeções MN e M o 
o 19 bissetor, a frontcnorizontal de projeçoes JK, e 
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quidistantes da Linha de terra, sendo I'o ponto de encontro das 
projeções verticais dessas duas últimas interseções auxilia- 
res, que fornece I sobre o traço do plano auxiliar, sendo as- 


sim (I) o outro ponto procurado. Unindo-se (F)(I) tem-se em 
FI, F'I' a reta solução. 


1230 Determinar q interseção de dois planos definidos, um, pela reta de máximo de 
clive (A)(B) e o outro, pela de máxima inclinação (C)(D). E 
Obs: Não utilizar os traços dos planos. 
(A) [0;2,5;0] OG [6;2;0] 
(8) [3;0;3] (D) [9;0;2] 
SOLUÇÃO: (fig. 388) 


Fig. 388 
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Traça-se um plano horizontal auxiliar (a)scuja interseção 
o plano definido pela reta (A)(B) ča “horizontal (E) (RJ 
las suas projeções EF e E'F' (a projeção EF perpendicular a 
por ser esta de maximo declive). A seguir, traça-se um se 
do plano auxiliar (B), frontal, cuja interseção com o plan 
finido pela reta (C)(D) e a frontal de projeções IG, “TG 
projeção I'G' perpendicular a C'D! por ser (C)(D) de mäxim 

elinação). 
Ficamos então em.presença de dois planos definidos pelas 
tas concorrentes (B)(E)(F) e (I)(G)(D). i 
O plano (a)corta o plano (B)(E)(F) no ponto (E) de concor 
cia e o plang (I)(G)(D) segundo a horizontal (S](D) de pr 
ções SD, S'D' onde a projeçao SD encontra EF em M que da M 
bre o traço do plano e que é um ponto da interseção desej 
O plano (B)corta o plano (I)(G)(D) no ponto (G) ‘de concor 
cia e o plano (B)(E)(F) segundo a frontal de projeções uU! 

U'T! onde a projeção vertical U'T' encontra I'G' em Nº que 
N sobre o traço do plano e que é o outro ponto da interes 
procurada. 
Unindo-se os dois pontos (M)(N) assim obtidos, têm-se em 

M'N' as projeções que solucionam. 


- referentes a B) 


Fig.389 


124 e Determinar o traço da reta (A)(B) sobre o plano (a) que contêm o por 
A 
(A) [-1,5;3;2] am'= 309 
A 
(B) [2;1;0,5] am =-359 
m) [-2,5;0;0] 


125 e Determinar o traço da reta (A)(B) sobre o plano 
terra. 


(A) [0;1;1] 
(8) [4;3;3,5] 


SOLUÇÃO: (fig. 389) 


Como foi explicado na exeçução da fig. 339, faz-se pass 
la reta (A)(B) o seu plano projetante(B), de topos, cuja 
seção com o plano dado &a reta (V)(H) de projeções ; 
cuja projeção horizontal VH intercepta a projeção | AB 
em I, que da I' sobre A'B'. Esse ponto (I), comum a ret 
e à interseção obtida, é o ponto onde a reta fura o pl 


So 

o: (fig. 390) 
Roo ão tdentica ao exercicio anterior. O 
res ada, é o de topo(B)que intercepta o 
E (V) (H) de projeções VH, V'H'. Essa 


têm em (I) o seu ponto comum, que e 
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(a) paralelo% linha de 


am'=3 (cota) 


am =2 (afastamento) 


plano projetante da 
plano dado, segundo 
interseção e a reta 
o ponto procurado. 


126 e Determinar o traço da reta (B)(C) sobre o plano mm! (A). 


Solução: (fig. 391) 


j R)(C) e 
Traça-se o plano vertical (a)projetante da reta ( 
projeção vertical A! do ponto que 
do, o plano horizontal auxiliar Ag e ie 
ção de (B) com os planos (a) e mm g 


' p 
= o plano TT (A); (i 
- Go paai o plano (a) onde os pontos 


(A) [ 
(B) [ 
G 


foram tomados arbitrariamente. 


que da 
Entao, 
tem em 


curado. 


F' sobre o traço de (B) 
a interseção de (a com 
(I) o ponto comum com a re 


(B). Procurando-se a in 


L o . encontram 
As projeções horizontais dessas interseçoes se 


Fig. 390 


0,5; 3,5 ; 2,5] 
-2 ; 3; 1] 
1;1;1,5] 


mm! define o plano 


com 


mm MA)sera a reta a. 
ta dada e que e o ponto 
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Fig. 391 


Determinar o ponto em que a reta (A)(B) fura o 19 bissetor. 


(A) [0;2;1] (8) [3;0,5;3] 


Solução: (fig. 392) 


Quando o plano é bissetor,o pro 
blema se simplifica porque esse 
plano sendo o lugar geométrico 
de todos os pontos que estão e- 
quidistantes dos planos de pro- 
jeção, o ponto procurado deve 
ter suas projeções equidistan- 
tes da linha de terra. Traça-se 


253 


254 


entao um dos planos progjetantes 
da reta (no caso o vertical de 
traços am e am"! ) e determina 
se sua interseção com o bisse- 
tor, cuja projeção horizontal 
deve coincidir com o seu traço 
horizontal; a projeção vertical 
dessa interseçao sera uma de 
reta de projeções simetricas ao 

traço am em relação a TmTm' . 

Para se obter essa projeção si- 

metrica acima referida, toma-se 

arbitrariamente um ponto (C) do 
bissetor e une-se C' ao ponto 

(T) de concorrência dos traços 

do plano projetante. A projeção 

vertical de (C)(T) intercepta 

A'B! em I' que da I sobre AB, e 

que é o ponto procurado. 

OBS: É indiferente tomar-se co- 
mo plano projetante da re- 
ta o vertical ou o de to- 
po. Em geral procura-se o 
que melhor atenda a epura, 
de acordo com os dados do 
problema. 


128 e Determinar o ponto onde a reta (A)(B) fura o 29 bissetor. 
(A) [0;2;3] (8) [4;0;2] 


Solução: (fig. 398) 


Nesse caso, tratando-se do (Bp) a é suficiente determinar 
ponto (I) de encontro das duas projeções da reta, que é 


DESCRITIVA | 


to procurado. 
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129 e Determinar o traço da reta (A)(B) sobre o 


tes (C)(D) e (D)(E). 
(A) [ 0,5; 2,5;1] 
(8) [2,5;1,5;3] 
(C) [3,5;2;2] 


Es ja 
* Plução: (fig. 394) 


Fig. 393 


plano definido pelas retas concorren 


(D) [4,5;1;2] 
E) [6;2;1,5] 
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Usando-se como plano projetante da reta (A) (B), o de topo (o 
determinam-se os pontos F' e G' em que as projeções vertica 
encontram o traço de mesmo nome do plano, que d 


das retas 
a conhecer F e G respectivamente sobre os prolongamentos de 


e ED. 


to (I) é o procurado. 
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Determinar o traço da reta (A)(B) sobre o plano definido pela reta de 
declive (C)(D) do qual não se pode determinar os traços. 


Fig.394 


(A) [0,5; 2,5; 2,5] 
e) [3,5;1,5;1] 


C) [45;4;1] 
(D) [7; 2,5; 2] 
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solução: (fig. 395) 


ysa-8e como plano projetante da reta dada, o vertical (a). 
Faz-se passar um primeiro plano horizontal auxiliar (B) e de 
termina-se sua interseçao com os dois planos, isto e, o proje 
tante e o definido pela reta de maximo declive. 
obtém-se entao: 
- interseção com plano (a) : a horizontal (E)(V) pelas 
suas projeções EV, E'V', situando-se a projeção ver- 
tical sobre o traço do plano (B) ; 


- interseção com o plano da reta (C)(D): a horizontal 
(D)(H), pelas suas projeções DH, D'H' onde DH é per- 
pendicular a CD por ser esta ultima de maximo decli- 
ve. 


As projeções horizontais dessas intereeções EV e DH se inter- 


ceptam em M que da M! sobre o traço vertical de (B). 
Procede-se igualmente com um segundo plano horizontal auxili- 
ar (By) e de modo idêntico obtém-se o ponto (N) pelas suas pro 
jeções NN’, situando-se tambem N' sobre o traço vertical do 
(e) . Temos assim a reta (M)(N), onde a projeção vertical 
M'N’ intercepta a projeção vertical A'B! da reta dada emT' que 
da I sobre AB. Esse ponto (I) é o ponto pedido. 


E' 


Pa 
RETIDO 
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131 o Determinar ò traço da reta frontal (A) (B) sobre o plano (a) que co 
ponto (T). 


A) [2; 1,5; 3] an '= 359 
A 

(8) [4;?;1] e N 

m) [0;0;0] 


Solução: (fig. 396) 


Problema sem dificuldade alguma, de soluçao imediata.Traç 
o plano de topo (B) projetante da reta dada e determi 
eua interseção com o plano dado, que é a reta (V)(H) 
suas projeções VH, V'H', onde a projeçao horizontal VH int 
cepta a de mesmo nome da reta em I que da I’ sobre o traço 
tical do plano. O ponto (I) é a solução. 
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132 ə Determinar o traço da reta horizontal (A)(B) sobre o 
contêm o ponto (T). 


(A) [4;2;3] mM [2;0;0] 
(8) [6;0;2] am '= 409 


plano de topo (a) , que 


SOLUÇÃO: (fig. 397) 


Soluçao imediata. O plano vertical auxiliar (B) » projetante 
da reta dada e o plano dado, se interceptam segundo a reta 
(V)(H) de projeções VH, _V'H'. As duas projeções verticais, da 
reta dada e da interseção achada, se cruzam em I' que fornece 


I sobre o traço horizontal do plano projetante.Esse ponto (I) 
e a soluçao, 


Fig.397 
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133 e Determinar o traço de uma reta (A)(B) horizontal, sobre o plano frontal 
que contêm um ponto (C): 


(A) [0;3;2] 
to Tb? 
© [4;2;0] 


Solução: (fig. 398) 


Solução imediata. Seopla 
no frontal contêm um pon 
to de afastamento 2, e i 
porque seu traço hortzon= r 
tal tem tambēm o mesmo a- c 
fastamento. 


0 plano vertical (B) proje ci E: Ê 
tante da reta e o plano RE 


dado se interceptam se- 
gundo a reta (r)vertical, B 
cuja projeção horizontal 


r se situa sobre o traço š é 
a . . r: 
aT , e, coincide com I zI c 
que da I' sobre ATB 0 

A 


ponto (I) é o ponto procu 
rado. 


BT Fig. 398 


134 o Determinar o ponto onde a reta de perfil (A)(B) fura o plano (a) cujos. 
ços coincidem na origem das coordenadas e é perpendicular ao Ca 


(A) [3;3;2] am "= 509 
e) [2;1;0] 
Solução: (fig. 399) 


O ponto (0) onde os traços do plano coincidem, que é a 
gem das coordenadas, pode ser tomado em qualquer, lugar da 
nha de terra. Se o plano é perpendicular ao B. )seus tr 
são simétricos em relação a linha de terra e portanto o 4 
to de am com mm'ê o mesmo (509). 

Rebatendo-se o plano de perfil que contém a reta dada e 
bém a interseção entre eles, encontramos a reta (A1) (B1) 


- 


interseção em V'Hy e (I7) e o ponto comum na interseção & 
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bas. O ponto (I) de projeções I e I' 


e a solução. 


Fig. 399 


135 
º Acharo 
ponto onde a ret 
t a (A) (B 
es (C)(D) e (D)(E) do qual mor 


(A) [2,;4;1] 
(B) [10;0;5] 
© [1;3;3] 


achar os traços. 
(D) [ 4 ;0 ; 0 ] 


lano 
P dado por duas retas concorren 
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- referentes a C) 


136 e Determinar o ponto comum aos planos (a) , (B) e (y) que contém 
Solução: (fig. 400) 


respectivamente os pontos (T), (J) e (K), sabendo-se que (y) é perpendicu 
X ta as pr 
da reta dada intercep 


jetante ' 2'5 la ao (RD. 

topo (a) proje nos pontos 1' e 8 P A 
o primo da Tere das retas concorrentes, E 1 Ata 
Ra i e dao e . 0. am = 409 Bm'= 1050 
degoes a DIET paspaetivangnta, di ed da jeção hor Solução: M Loson] A 
bre C'D! eD ; ieções horizontais. A proj MR cao: E e e E o 
sobre as réspeatidas projeções Aotr mo nome da veta dil MANN (fig. 401) 0) [4,5;0;0] am = -609 T= -140% 

j Ea rogeça E E e pont j '_ 

zontal Aeri “sobre o traço vertical do plano (a) . Esse pon (K) [6,5;0;0] yr'= as? 
I que a 


I) é a solução. 
A De modo identte 
retas paralelas. 


rocederia com o plano dado por dua Empregando-se o segundo método descrito quando do estudo teo- 
o Be p . rico deste item C, ísto e, determinando-se a interseção de .do 
is deles e depots verificar onde essa interseção fura o ter- 
cetro plano, temos na reta (V)(H), pelas suas projeções VH s 
V'H', a interseção dos planos (a) 2 (B). A seguir, para a de- 
terminação do ponto onde (V) (H) fura o plano (Cy) utilizou-se 
como plan projetante dessa interseção ja achada, o plano ver 
tical (4) e em (I) pelas suas projeções Í, I' achamos o ponto 


d ff 
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137 ə Determinar a interseção dos três planos: horizontal (a) , vertical CB) e 
perfil (Y). 
Obs: Exercício sem coordenadas. 


SOLUÇÃO: (fig. 402) 


A interseção dos dois primeiros planos, (a) e (B) , e a hori 
zontal (r) de projeções r e r' cujo traço vertical V' est 
sobre o traço vertical an' no ponto de concorrencia com 

traço Br! e projeção horizontal coincidente com o traço Br 
A interseção do primeiro plano (a), horizontal, com o terce 
ro (y), de perfil, é a reta de topo (s), cuja projeção pun- 
tual gs! se situa no ponto de concorrência dos traços an'e yT 
e prrjeção horizontal s, coincide com o traço yT . 
Essas duas interseções, (r) e (s), se interceptam em I, que é. 
também o ponto de concorrência dos traços Bu e yn e que f 
nece I! sobre r'!. 
O ponto (I) e,pois,a solução. 


OBS: Nesse exercício utilizou-se o primeiro metodo 


descrito. 
no estudo teorico. - ; 
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138 e Determinar o ponto comum aos se 


de topo que contém (A) e (J)e guintes planos: (a) que contém (Th (8), 


(y) paralelo% linha de terra. 


(T) [0;0;0] dn leao 
(A) [2;0; 4,5 ] am = -459 
(J) 6; 0; l 
[ 20] Yn'=3;5 

YT =2,5 


Fig.403 
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soLUÇÃO: (fig. 403) 


Do plano (B), de topo, não foi dada a inclinação de seu tr 
ço vertical; mas, como contem o ponto (A), logicamente seut 
ço vertical passa pela projeção A! do referido ponto. 


Utilizando-se o primeiro processo ja descrito, determinamos | 
duas interseções, primeiro, de (a) com (B) e depois, de ( 


com (y). O ponto (I) comum ās duas interseções é a soluçao. 


139 o 


Determinar o ponto comum aos planos (a) que contêm o ponto (T), (B) 
do pelos pontos (A), (B) e (C) do qual não se pode determinar os traços 
(y) paralelo% linha de terra. 


mM. [0;0;0] 
(A) [4;1,5;2] am = -459 
(B) [6;0;1] que 4,5 
C) [7;1;4] yT= 3 


A 
am'= 350 


SOLUÇÃO: (fig. 404) 

Determina-se a interseção dos dois planos dados pelos traço 
e obtém-se a reta (V)(H) pelas suas projeções VH, V'H'. 
utilizando-se como plano projetante dessa interseção o de to 
po (ds) pára se determinar onde ela fura o plano dado pelos p? 
tos, encontra-se o ponto (I) dado pelas projeções I, I' que, 
a solução. ) 


DESCRITIVA 1º 


No 


- referentes a D) 


a 
TA: Os casos de solução imediata já foram tratados no estudo teórico (fig. 340 
a 361) e não serão portanto objeto da série de exercícios a seguir. 
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140 é De um ponto (A) traçar uma perpendicular a um plano (a) paralelo a lin 


de terra. 1410 De um ponto (A) traçar uma i 
perpendicųlar (A)(B) ao plano (a )paralel 
(a) [0;2;3] arts Bj + sabendo-se que (B) é o traço de (AMB) no (8). paralelo ao 
am = (A) [4;-2,5;4] am =1,5 


SOLUÇÃO: (fig. 405) 
SOLUÇÃO: (fig. 

Faz-se passar um plano auxiliar de perfil (B) que contenha F (fig. 406) 
ponto dado e determina-se sua interseçao com o plano. també 
dado, o que ocorre em V'H;. De (A1) traça-se uma perpendicu 
lar - A1ļM1 por exemplo - aquela interseção V'Hi, esdesfazendo 
se o rebatimento, tem-se em (A)(M) a reta solução, represent 
da por suas projeções AM, A'M!. O ponto (M1) foi tomado arbi 
trariamente. 


lelos a nmn'!'. 


io o plano (y) de perfil que contêm o ponto, obtém- 
na 1) y interseção com o Plano dado e em (ro) que for- 
ora pp o com nt! , sua interseção com a" T ) “a 

a 1? (B1) a (rı), tntercepta (ro) em (B1)le des- 


fazendo "Se o rebatimento têm-se em AB A B as rogo 
> 3 3 p J Goes da 
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143 o Traçar po- um ponto (A) uma reta (A)(B) perpendicular ao plano definido pelo 
ponto (M) e à linha de terra, devendo o ponto (B) possuir cota e afastamento 
na razão 2/3. 


4420 De um ponto (M), traçar uma perpendicular ao plano definido pelos pon 
(A), (B) e (C) do qual não se pode determinar os traços. 
LA 


(A) [-3;4;3] © [25:34:28 


(8) [0,5;2;4] (mM [1;151] (A) [0;1; 3,5] (mM [0;1;1] 
B 19; 2; il; 


SOLUÇÃO: (fig. 407) 


incipai lano 

-se as retas principais do p 3 
ci em CE, C'E! uma frontal. i | 
elo ponto dado uma reta (r) cuja pro 
j rojeçao de mesmo nom 
dicular a projeç 


SOLUÇÃO: (fig. 408) 
1 temos em AD, A' 
Utilizan 1 
uma horizontal e 
É suficiente traçar > 
ção pi fe r' seja perpendicular a p 
frontal e projeção horizontal (r), perpen 
de mesmo nome da horizontal. 


o plano de perfil auxiliar (y) 
que contem os pontos (A) e (M) 
dados, intercepta o plano. defi- 
nido pelo ponto e pela linha de 
terra, segundo a reta (rı) que 
une o ponto (My) a origem das 
coordenadas. 

Devendo o ponto (B) possuir co- 
ta e afastamento na razao dada 
de 2/3, toma-se o ponto: (C) que 
mantenha essa razao, isto č, um 
ponto com cota 2 e, afastamento 
3'e tem-se na reta (ro) a inter 
seção do plano de perfil com o 
definido pela linha de terra e 
o ponto (0). Assim, (r3) € o lu 
gar geométrico de todos os pon- 
tos que possuem cota e afasta- 
mento na razão 2/3. De (A1) bai 
ta-se entao (A1)(B1) perpendi- 
cular a reta (71) e o ponto(B1) 
sobre (rg) fornece, desfeito o 
rebatimento, as projeções BeB' 
A reta de perfil de projeções 
AB, A'B! é a solução. 


144 © Determinar as projeções da menor distância do ponto (A) ao plano (a) que 


contêm o ponto (T) e é perpendicular ao (Bp) 4 
A 


(A) [ 3; 3; 2] am '= 609 
m [0;0;0] 
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SOLUÇÃO: (fig. 409) 

A menor distancia de um ponto ao plano é a perpendicular do 
ponto ao seu pē no plano, ísto e, do ponto do espaço ao ponto 
nde essa perpendicular fura o plano. . 
mtos traça-se do ponto dado (A) a perpendicular (r) ao pla 


no (a); procura-se q ponto onde essa perpendicular fura opla 
no, o que ocorre em (B) cujas projeçoes Be B' situam-se s80- 
bre VH, V'H' respectivamente, pots (H)(V) e a interseção do 
plano dado com o plano auxiliar (B) , vertical, 
dessa interseção que é perpendicular ao plano a) . A 
resolve o problema. 


projetante 
reta 


(A)(B) pelas projeções AB, A'B! 


uma 


145 e Por um ponto dado (A), do 


(8. ) , traçar um plano perpendicular a 
retc de perfil (M)(N). I 


(A) [3;2;1] 
(M) [0;2,5;3] 
(N) [2;1;1,5] 


DESCRITIVA | 
SOLUÇÃO: (fig. 410) 
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Rebate-se o plano de perfil projetante da reta dada 
tambem o que contem o ponto (A). 

Por (Aq) traça-se, perpendicularmente a (Mj)(N4), a reta V'H4 
situando-se V' na interseção com o plano de perfil que contem 
(M)(N) 2 Hy sobre a linha de terra. Essa reta V'H; e a inter- 
seção do plano de perfil auxiliar que contem (M)(N) com o pla 
no (a) paralelo a linha de terra e pelos traços V' e H passam 
os traços am! e am do plano solução. 


(M) (N) e 


Fig.410 


146 o 


Por um ponto dado (M), 
los pontos (A), 


fazer passar um piano perpendicular ao definido pe- 
(B) e (C) do qual não se pode determinar os traços. 


M) [4;4;2] B) [4,5; 0; 3,5] 


(A) [2;3;1,5] (© [7;3;0] 


SOLUÇÃO: 411) 


(fig: 
Traça-se uma horizontal (A)(D) e um 
tal como foi feito: no exercicio 142 
(M) traça-se uma reta (M)(V) cuja pr 


a frontal (E)J(C) do plano, 
(fig. 407). A seguir, por 
ojeçao horizontal MV seja 


= PRINCIPE DESCRITIVA | no 


jeça É tical 
j tal AD e projeçao ver 
pese e E'c' da frontal. Pelos 


SOLUÇÃO: (fig. 412) 
qual- i 


;cular a projeção ho 
O na ta a progeçao = traços de n sia ; i 
uE e dessa reta (M)(V) passarao os 4 E Procedé-se exatamente como no exercício anterior. Traça-se a 
traços V' e H pm ão, como por exemplo, o plano : horizontal (A) (D) e a frontal (E)(C) do plano. A seguir, por 
quer plano SO PHP aa (M), traça-se uma reta (M)(V) cuja projeção horizontal MV se 
ja perpendicular a projeção horizontal AD e projeção vertical 
M'v' perpendicular a projeção vertical E'c' da frontal. Pelos 
traços V’ e H dessa reta (M)(V), passarão os traços do plano 
(a) que não ë indeterminado como no exercício anterior, por- 
que ha a exigência do plano conter o ponto (T) dado. Então, 
unindo-se T'V' tem-se o traço an" e do mesmo modo, unindo-se 
Ti tem-se o traço am . O plano (a) e, pois,a solução. 


Fig 411 


Fig. 412 
i lução con 
147 e Mesmo exercicio anterior com os dados abaixo, devendo o plano solus 
ter o ponto (T). 10;3;-2] 148 e Por um ponto dado (A), traçar um plano perpendicular ao (B. ) que conte- 
(mM [2;1;1,5] (co) [ 10; A | Por um ponto do l 
; 0;0; 
(A) [4,55 15; 1,5] ml (A [3;1,5;2,5] m [1;0;0] 


œ) [7;-3;1] 
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SOLUÇÃO: (fig. 413) 


Pelo ponto dado, faz-se passar o plano de perfil auxiliar que 
o contêm e determina-se sua interseção com o (B » que em 
reta (rq? inclinada de 459 com a linha de terra. Por (A1) tra 
ga-se V’H] perpendicularmente ao (B,), isto è, perpendicular 
ù reta (rj) e desfazendo-se o rebatimento, tem-se H, traço ho 
rizontal da interseção. Unindo-se T'V' e TH, tem-se o Plano 
(a) que é perpendicular ao (B) e, portanto, de traços simé- 
tricos. 


149 e Por um ponto dado (A), traçar um plano perpendicular ao (84) que conte- 
nha o ponto (J). 


4) [4; -3;-1] 0) [3;0;0) 
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SOLUÇÃO: (fig. 414) 


O ponto dado estã no 39 die- 
dro e, procedendo-se tal co- 
mo no exercício anterior,tem 
se em (rj) a reta interseção 
do plano de perfil que con- 
tem o ponto (A) com o (85). 
Por (A1) que se obtem apõé o 
rebatimento do plano de per- 
fil, traça-se (A.)V! perpen- 
dicular a (rı). þes feito ore 
batimento, o traço H coinci- 
de com V’ e esse ponto V’ =H 
ine-ge ao ponto (J) dado e 
em-se o plano (a) que é a 
solução. 


Fig. 414 


150 e Por um ponto (A), traçar uma perpendicular a uma reta (B)(C) de perfil. 
(A) [0;2;3] 


SOLUÇÃO: (fig. 415) 


Faz-se passar pela reta 
(B)(C),o plano de perfil que 
a contem,o qual rebatido for 
nece (By)(C4). Do ponto dado 
(A), traça-se a perpendicv- 
lar ao plano de perfil que é 
uma paralela a linha de ter 
ra (A)(F), de projeções AF, 
A'F', situando-se (F) no mes 
mo plano de perfil que con- 
tem a reta (B)(C). Essa reta 
(A)(F) gerã ortogonal à re- 
ta de perfil dada. De (F1), 
traça-se (F1)(M1) perpendicu 
lar a (Bj)(C1) e desfeito o 
rebatimento, (M1) fornece as 
Projeções M e M' . A reta 
(A) (M), pelas projeções AM, 
A'M! č a reta solução. 
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151 e Por um ponto dado (A), traçar um plano perpendicular a reta (B)(C) dada. 
(A) [0;1,5;1] 
@ [214] 
(C) [-1;2; 2,5] 


SOLUÇÃO: (fig. 416) 


Pelo ponto dado, de proje- 
ções A e A', traça-se uma ho 
rizontal (A)(V), cuja proje- 
ção horizontal AV seja per- 
pendicular ù projeção de mes 
mo nome da reta. Pelo, traço 
V' dessa horizontal, faz-se 
passar o traço ar! , per- 
pendicular à projeção verti- 
cal B'C’' da reta, sendo o tra 
ço am paralelo a AV. O pla 
no (a) e a solução. 


Fig. 416 


152e Por um ponto dado (A), traçar uma reta perpendicular'a reta (B)(C). 
(A) [5;2,5;3] 
B) [2;3,5;3] 
OQ [4;2;1,5] 


SOLUÇÃO: (fig. 417) 


Procede-se tal como esta descrito na solução geométrica (fig. 
358), ou seja, traçar pelo ponto um plano perpendicular a re- 
ta e determinar o ponto em que a reta dada fura esse plano > 
ponto esse que, unido ao ponto dado, fornece ù reta pedida. 

Entao, para se traçar por um ponto dado um plano perpendicur 
lar a uma reta dada (ver exercicio anterior) traça-se a horiz 
zontal (A)(V) onde a projeção horizontal AV é perpendicular à 
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projeção BC da reta dada, e, 
cularmente à projeção B'C'! 

lelo a AV. á 
Determina-se, a seguir, o ponto em que a reta (B)(C) fura Z 

no Ca) s utilizando-se como plano projetante da reta d o : 
vertical (B). A interseção desses doti D (4) 
da projeção vertical V4H! 
em I' que fornece I sobre 
dado (A), tem-se (A)(I) a 


pelo traçô vertical V',perpendr- 
faz-se passar ar! sendo am para 


2 o 
a s planos e (V1)(H) cu 
intercepta a projeção vertical B'çT 
BC. Unindo-se o ponto (I) ao ponto 
reta pedida, de prbjeções AI, A'I'. 


m PRÍNCIPE 


153 e Mesmo exercício anterior com os pontos na situação abaixo, representando a 
penas o segmento no 19 diedro da reta pedida. 7 


(A) [1;1;3,5] 
B) [4;4;-4] 
(C) [7;-3;-1] 


SOLUÇÃO: (fig. 418) | 

Procedendo-se exatamente como no exercicio anterior, tem-se: 
plano (a) de traço vertical am! passando pelo traço V' da ho- 
rizontal (A)(V) e perpendigular a projeção B'C' da reta; tra- 
ço horizontal am paralelo a AV. 

Plano projetante da reta dada, o de topo (B) e interseção de 
(a) e (8), areta (Vj)(H), de projeções VjH, Vj H'. 

Ponto onde a reta (B)(C) fura o plano (a) e (I), ou sejason 
de V-H intercepta BC é a projeção I que da I' sobre B'C'.A re 
ta (Á)(I) é a reta pedida que tem em AH], A H1,as projeções 
do segmento no 19 diedro. 
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154 e Por uma reta dada (A)(B) tra 
tém o ponto (T). 


A) [22150] am!= 509 
(6 [5;3;3] am 
mM [3,5;0;0] 


gar um plano perpendicular ao plano ( a 1 que con 


SOLUÇÃO: (fig. 419) 


da n] qualquer da reta dada, (B), por exemplo traça-se 
Es perpendicular ao plano dado. Pelos traços d 
as retas passam os traços do plano pedido (B) E ido 


Fig. 419 RES 
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e Por um ponto dado (A), traçar um plano perpendicular a dois planos (a), que 
i contém pls (T)e (B) perpendicular ao <B My e que contém (J). 


(A) [1,5;1;2] am!'= 1209 
A 

m [2;0;0] C 

0) [5;0;0] pr sae 


SOLUÇÃO: (fig. 420) 


Pelo ponto dado, traçam-se duas retas perpendiculares respec- 
tivamente aos planos dados. No caso, (A)(H) perpendicular ao 
plano (a) , onde He V! são os seus traços; (A)(Hy) perpendi- 
cular ao plano (B) onde H] e V] sao os seus traços. Os traços 
do plano (y) soluçao passarão pelos traços respectivos des- 
sas duas perpendiculares. 


Fig. 420 


APÍTULO 


& Exercícios diversos (resolvidos) 


e Exercícios propostos 


Este capítulo é só de exercícios. Na primeira parte (item A), exercícios diversos, resol 
vidos, abrangendo todo-o assunto estudado neste Volume |. Na segunda parte (item B), 
exercícios propostos, para serem resolvidos. 


O Exercícios diversos (resolvidos) 


156e | Dados um plano(a ) que contém o ponto (T) e é perpendicular ao (8 _) euma 
reta (A)(B), determinar: P 
a) um ponto do plano que tenha afastamento positivo e cota 
negativa; 
b) um ponto da reta cuja relação entre cota e afastamento es 
teja na razão -3; 
c) a interseção da reta com o plano. 


m. [4;0;0] 
(A) [7;2;1] am'= 300 
B) [7;3;-4] 


SOLUÇÃO: (fig. 421) 


Traçado o plano (a), como é perpendicular ao (B) seus tra- 
ços estão em linha reta. O primeiro item é de soluçao imedia- 
ta: uma frontal arbitrāria do plano, (C)(D) por exemplo, tem 
no ponto (D) do(B,) a resposta, pois seu afastamento posi- 
tivo e sua cota negativa. 

Para o segundo item, ver exercicio 72 (fig. 292). Rebatido o 
Plano de perfil (B) que contêm a reta, tem-se (Aj)(Bj). Mar- 
cado o ponto (F) na relaçao dada, isto e, cota positiva uma u, 
nidade e afastamento negativo tres unidades, e daí, as proje- 
ções Fe F! e a reta (J)(Fj) é o Lugar geometrico de todos os 
Pontos na razão dada; essa reta (J)(F1) intercepta (A1)(B1) 
no ponto, (M1) cujas projeções M e M’ solúcionam o segundo `i- 
tem. : 

Quanto ao terceiro item, semelhante ao egercício 134(fig.399). 


dt PRINCIPE DESCRITIVA | 285 


Po 


4 


Na fig. 422, (C) varia para (A)(B) na mesma razão que C varia 
| para AB. Diz-se entao que as razões das projeções de duas 
| partes de uma reta č igual à razão das partes dessa reta. 

| Assim, na fig. 422, teremos: 


AC (A)(C) 


CB ~ (C)(B) 


e por essa razao, quando (C) for 
meto de (A)(B), a projeção C se- 
ra meto de AB. 


Voltando então ao exercicio proposto, pelo ponto medio (M) de 
(A)(B), faz-se passar o plano (a) perpendicular a (A)(B). (Ver 
fig. 349), e que € o plano mediador. (Fig. 423) 

Achado o plano (a) , para determinar sua interseção com o(B 
procede-se como no exercicio 107 (fig. 371). 

A reta (T)(I) pelas projeções TI, T'I' é a solução. 


Z 
E | 
ad! 

EE A | 


4 p 
ó 


Fig. 421 


157 e Achar os traços do plano mediador do segmento (A)(B) e determinar a interse- 
ção desse plano com o ( Bj) 


(A) [2;2; 3] 
(8) [5;3;1] 


158 o Por um ponto dado (A), traçar uma reta que encontre duas outras retas (B)(C) 


SOLUÇÃO: (fig. 423) e (D)(E) não coplanares. 


Explicação necessaria: Quando, dada uma reta pelas suas proje (A) [ 4,5; 1;5;2] (D) [0;3;1,5] 
e . BE ID 3 t = 
ções, se desejar um ponto da reta equidistante de seus extre (B) [ -1 ; 1,5; o] (E) [ 5,5; 4,5 ; o] 


mos, basta tomar um ponto que seja equidistante dos extremos 


das projeções. (C) E 2;0; 2,5 ] 


pm PRÍNCIPE 


SOLUÇÃO: (fig. 424) 


s retas az-se passar um plano e de- 
ld be i o hapal e Rea e o plano determinado, o 
ese, MUCHO ao ponto dado, resulta na reta pedida. ao 
e traçou-se pelo ponto dado (A), a reta (A) (F) paralela 
A (B)(C), onde o ponto (F) foi tomado arbitrariamente. 
Piei m assim com um plano definido por duas retas paralelas, 
do qual, enire ttio, não & necessario arai a a 
Para se determinar o ponto onde a reta o 
| usou-se o projetante de topo (B) E J ç 
week mt eies fer ei a projeções verticais das re 
| lelas, em 1' e 2' que fornecem 1 e 2 sobre as projeç E 
ee respectivas, e onde 1-2 e DE se encontram da 
da I' sobre as projeções verticais respectivas ip Par m 
com o traço Bm" . Esse ponto (I) unido am ponto ado. 4 re 
sulta na reta soluçao, de projeções IA, I'A'. 
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159e Traçar uma reta que se apoie em duas retas dadas, (A)(B) e (C)(D) não copla 


nares, e que seja paralela à uma terceira reta (E)(F). 
(A) [0;1;0] (D) [8;2;0] 
(B) [3,5;3;2,5] E) [85;2;2] 


C) [5;5;4] (F) [10;1,5;2] 
SOLUÇÃO: (fig. 425) l 


A reta pedida é a interseção de dois planos conduzidos respec 
tivamente pelas retas dadas, paralelamente à terceira reta. 

Por um ponto qualquer (G) da reta (A) (B), traçou-se a reta (r) 
paralela “a terceira reta (E)(F), determinando assim um plano 
definido por essas retas. Para a determinação do ponto (I) em 
que (C) (D) furou o plano. usou-se como plano projetante de 


traçou-se a reta (sa) para 


(C)(D) o de topo (B). Do ponto (I), 
lela à (E)(F) e que é a solução. 
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160 o Por um ponto dado (A), traçar uma reta (r) paralela a um plano (a )que con- 
tém o ponto (T) e que se apoie numa reta dada (C)(D) . 


(A) [2529421] m [0;0;0] 
(C) [-0,5; 2,5; 3] am '= 509 
(D) [9521541] at = -309 

1.a SOLUÇÃO: (fig. 426) 


Traça-se pelo ponto dado, um plano paralelo ao plano dado e 
determina-se o ponto onde a reta fura esse plano, o qual, uni- 
do ao ponto dado, determina a reta pedida. 

Traçou-se então a horizontal (A)(V) e pelo traço V',paralela- 
mente ao traço aT' do plano dado, faz-se passar o traço ver- 
tical Br! do plano paralelo a (a) e por (J), o traço Bm pa 
ralelo a am . O plano (B) é assim paralelo ao plano (a) pas 
sando por (A). Utilizando-se como plano projetante da reta 
(C)(D) o de topo(y) » obtêm-se em ( I ) o ponto onde essa re- 
ta (C)(D) fura o plano (B), o qual, unido ao ponto (A), forne 
ce a reta (A)(I), ou reta (r) que é a solução. E 


DESCRITIVA | 289 


2.a SOLUÇÃO: (fig. 427) 


Podemos empregar uma 2.a eolução (fig. 427). 

Une-se o ponto (A) dado, a um dos pontos da reta dada, (D)por 
exemplo, o que determina o plano (g) definido pelas retas con 
correntes (A)(D) e (D)(C). A seguir, procura-se a interseção 


dos dois planos (a) e (B) » que é a reta (V,)(Hg) e, pelo pon 
to (A), traça-se a reta (r) ou (A)(I), paralela a reta tnter- 
seção (Va) (Ho), onde o ponto (I) € tomado arbitrariamente. 
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1616 Por um ponto (A), traçar uma reta paralela a um plano (a ) que é paralelo a 
mm! , e que encontre uma reta (B)(C). 


(A) [0;5,5;2] ar'= 1,8 

(B) [2;2,5;0] an =5 

C) [8;0;6] 
SOLUÇÃO: (fig. 428) 
Adotando a 2.a solução do exercicio anterior, uniu-se o ponto 
dado (A) ao ponto (B), resultando no plano definido pelas re- 
tas concorrentes (A)(B) e (B)(C), cujos traços sao Bm e gm! 
e sendo 11V e HiV as projeções da interseção dos planos(a)e 


(B) . Pelo ponto (A), a reta (r) paralela à interseçao dela) 
e (B),e a soluçao. cv; 
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1620 Por um ponto dado (A) , traçar uma reta paralela ao planot T (M) e que se a 


poie numa reta de perfil (B)(C). 
(A) [0;2;3] 
(B) [2;0,5;3] 


SOLUÇÃO: (fig. 429) 


Rebate-se o plano (ù) de per 
fil que contem o ponto (M) e 
a reta (B)J(C) e tem-se (M1) e 
(B1) (C1). A reta (T)(Mj) e a 
interseção do plano de perfil 
comoplano dado definido pelo 
ponto e pela linha de terra . 
Traçando-se por (A1), paralela 
mente a interseção (T) (Mı), 
tem-se (A1) (D1) situando-se 
(D1) sobre (B7)(C7). Desfetto 
o rebatimento, o ponto (D1) 
fornece as projeções D eD'que 
unidos respectivamente as pro 
jeções de (A), resulta na re- 
ta solução, de projeções AD, 
AD ap 


1630 


(O) [?;1,5;2] 
M) [2;2,5;1] 


Determinar os traços de um plano definido pela reta (A)(B) e ponto (M) e, por 


um ponto (C) do referido plano, traçar um plano paralelo ao( 8.) 


(A) [0;1;2,5] 
(mM [82:17:25] 


M [4;3;1] 
C) [8;2;?] 
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SOLUÇÃO: (fig. 430) 


A veta (A)(B) č frontohorizontal. Para se determinar o plano 
que "ela e o ponto (M) definem, procede-se como no exercicio 
s54 (figo 274). obtém-se assim o plano (a) paralelo a linha de 
terra. 

Para se traçar pelo ponto (C) um plano paralelo ao (B )Jver a 
obs. da fig. 315. Antes, poréme necessario determinar a cota 
desse ponto (C) que não e dada; para isso, traça-se CN que ea 
projeção horizontal de uma frontohorizontal ao plano,situan 
do-se a projeção N sobre HV, que da N' sobre H'V' e, de Nº! a 
projeção vertical dessa frontohorizontal, que faz conhecer 
C?! sobre a linha de chamada correspondente. E verifica-se que 
a cota é menor que o afastamento, aplicando-se entao a Obs. a 
cima citada, e portanto, definindo o plano (B) pedido, cujos 
traços estarão em coincidencia e abaixo da linha de terra. 
Uma verificação pode ser feita, operando pelo metodo classi- 
co: toma-se um ponto qualquer (F) que pertença ao B.) e cum 
ponto (E) sobre mm'; a reta (E)(F) sera do bissetor como e e 
vidente. Do ponto dado (C) traça-se a paralela a essa reta 
(E)(F) por cujos traços passarão os traços do plano pedido. 
E rva-se que hã perfeita coincidencia nos traços do plano 

S jã obtido pelo metodo anterior. 


Fig-430 


DESCRITIVA | 293 


1640 Um plano é definido pela reta (A)(B) e o ponto (M). Pede-se construir: 
a) O pé, no (B) , da perpendicular a ele traçada do pon- 
P 
to (M); 
b) Os traços de plano definido pela reta (A)(B) e o ponto (M). 


(A) [6; 3,5; 4] 
(B) L6; -1 ; -0,5 
: 
(BS: Ga] 
SOLUÇÃO: (fig. 431) 


a) Determina-se a perpendicular ao(B ), traçando, pelo pon- 
to (M) a reta de perfil (M)(N) de projeções iguais e desen 
tidos contrários (ver fig. 347 e respectiva descrição). A 
seguir, procura-se o ponto onde a reta (M)(N) fura o (8.) 
o que ocorre em (I), que é o ponto pedido no 19 item, P 


b) Unindo-se o ponto (M) aos dois pontos (4) e (B) da reta de 
perfil, resulta num plano de duas retas concorrentes em (M) 
ou sejas retas (M)(A) e (M)(B). (Notar que o ponto de pro 
jeções Be B' estã no 39 diedro). Pelos traços dessas du- 
as retas concorrentes, passam os traços respectivos do pla 
no (a) solução, que e perpendicular ao (2 )por possuir se- 
us traço em linha reta (angar'!). P 
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1650 Sendo dadas as retas (A)(B) e (C)(D) não situadas no mesmo plano, pede-se: b) na relação dada, os pontos pedidos são os que a 


a) donstruir uma frontal que se apoie nas retas dadas de tal mo os bissetores. Tratando-se de uma reta de topo dm ada 
do, que a projeção vertical do segmento compreendido en- i dos os pontos têm a mesma projeção vertical, “aii ma 
tre os pontos de apoio tenha o comprimento de 3 cm; que (F) e o ponto onde a reta fura o B.)Je nesse mesmo 

b) determinar sobre (A)(B) dois pontos, cuja relação entre co ponto (nao assinalado para não sobrecarrégar a ēpura) onde 
ta e afastamento seja igual, respectivamente, a +] e -1 m a merme teta fusa o (ig) 

ja igual, resp , . P 
(A) [ 3; 5; 1,5] (©) [ 5; 3; 3] 1660 Edi e pd se apoie em três retas dadas, (A)(B), (C)(D), e (EJ(F) não 
1 situadas duas a duas n 
(3) ER ro D) [7;0;1] o mesmo plano. 
R (Ay [27151] (D) [7,5;0;5] 
SOLUÇÃO: (fig. 432) L 
l (B) [ 4,5; 4,5;0] E [102 2] 
a) Todos os. pontos da reta (A) (B), que é uma reta de topo, se (C) [3 5 4 
projetam verticalmente em um único ponto. Então, todos os Cad AN o] (F) (IS; 0;5] 
pontos de um plano frontal situados a 3 em de A'B’, existem 
sobre uma circunferência cujo centro é A'B' e raio 3 em.0s FZ V3 
pontos comuns a esea circunferência e a C'D', são as proje DEV; V- 
ções verticais de dois pontos da reta solução. f baidi 
| Então, com centro em A'B' traça-se a circunferencia de ra- 
| to igual a 3 em, que corta C'D' em E' e seu prolongamento 
em G' que fazem conhecer respectivamente os pontos E e G. 
Duas sao as retas soluções: (E)(F) e (G)(M). 


Fig. 433 


£8), 
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(fig. 433) 

Toma-se um ponto qualquer sobre qualquer das retas dadas,como 
no caso, por exemplo, o ponto (D). Esse ponto e cada uma . das 
retas (A) (B) e (E)(F) definem dois planos cuja interseçao e 
a reta pedida. . j 
Assim, o ponto (D) e a reta (A)(B) definem o plano (a) „cujo 
traço vertical an' passa pelos traços V' e V] das reras(A)(B) 
e (B)(D), o mesmo acontecendo com o traço horizontal am que 
passa por (H), pois esse traço e o mesmo das duas citadas re- 
tas. i 

Da mesma forma, o ponto (D) e a reta (E)(F) definem o plano 
paralelo a mm", cujo traço vertical Br" passa por Vi 


SOLUÇÃO: 


e Vo que sao os traços verticais das retas (D)(E) e (E)(F)e o 


“traço horizontal Br 


por Hj e Ho que são os traços horizon- 
tais das mesmas retas. ' S 
A interseção. (M)(D) dos dois planos (a) e (RB) e a solução, re 


presentada na epura, pelas suas projeções MD e M'D'. 


167 e Dá-se um plano definida pela rata (A)(B), de máximo declive e um outro pla 
no perpendicular ao (B) contendo a reta (C)(D). 
Sem empregar os traços do plano definido por (A)(B), pede-se: 
a) por (M), uma reta paralela aos dois planos; 
b) sobre essa reta, um ponto (K) de cota igual a -2cm. 
(A) [1;1;0,5] (D) [10;2;0,5| 
(8) [4; 25; 25] (W [851,54 1,8] 
E) [72470,5; 2,5] 
SOLUÇÃO: (fig. 434) 


a) A reta, paralela aos dois planos sera evidentemente a para- 
lela à interseção deles. 
O plano que contem (C)(D) é facilmente determinado porque 
passa pelos traços V’ e H da reta e tem seus traços em li- 
nha reta por ser perpendicular ao(B ). É o plano (a), de 
traços an'e am em linha reta. P 
Para se determinar a interseção do plano (a), como de- 
finido pela reta (A)(B) de maximo decLive, usamos, como ja 
sabemos, dois planos horizontais auxiliares. O primeiro,de 
traço Bm! ,,no caso, passando por A! e D! tem as seguintes 
interseções: 


- a horizontal (A)(E) com o plano da reta (A)(B) onde AE é. 


perpendicular a AB e E' sobre o traço do plang (B) ; 

- a horizontal (V1) (G), com o plano(a), onde Vi e o ponto 
de encontro dos traços verticais dos planos e VjG para- 
lela a am , situando-se G' sobre o traço Br! 

O ponto (G) č o ponto comum as duas interseções auxilia- 
res. 
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A seguir, operando-se de modo inteiramente analogo com um se- 
gundo plano horizontal auxiliar, (y)no caso, passando por B'e 
C', obtém-se o ponto (I), comum às duas novas interseções au- 
xiliares., 

Unindo-se (G)(I) tem-se a reta interseção dos dois planos da- 
dos e pelo ponto (M) a reta (r) paralela a (G)(I), que solu- 
ciona o primeiro item. 


b) Sobre a reta (r), toma-se o ponto (K) de cota -2, que é um 
ponto no 39 diedro, situando-se a projeção vertical K' so- 
bre o prolongamento de r' e a projeção K; consequentemente 
sobre o prolongamento da projeção horizontal r da reta, 


Yi 
air 

; ns 
( 


Fig 434 
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1680 Dão-se as retas (A)(B) e (C)(D), sendo (A)(B) perpendicular ao (84) e (C)(D) 


paralela ao ( B 
Pede-se constato os traços de dois planos paralelos conduzidos por essas retas. 


(8 [072173] B)[?;?;?] 
©) [3;1,8;2] ©[-1;?;0] 


SOLUÇÃO: (fig. 435) 


Para que dois planos sejam paralelos, basta que um deles con 
tenha duas retas concorrentes paralelas ao outro. 
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No caso presente, o ponto (B) e facilmente determinado porque 
sendo (AJ)(B) perpendicular ao (B.), terā que ser de perfil e 
projeções iguais em grandeza e sentido, onde o ponto (B) & to 
mado arbitrariamente. Da reta (C)(D) não & conhecido o afasta 
mento do ponto (D) mas, sendo paralela ao (B O oe ii projeções 
sao paralelas. 

Então, por um ponto qualquer de qualquer das retas, (B) por e 
xemplo, da reta de perfil, traça-se uma paralela à reta(C)(D), 
de que resulta duas retas concorrentes em (B) e powy GUS 
jos traços passam os traços do plano, Ca), paralelo a m7'. Pe 
Los traços da reta (C)(D), que sao Va e Ho, passam os traços 
do plano (B) paralelo ao anterior (a). 

Como verificação, se de um ponto qualquer da reta (C)(D),-por 
exemplo do ponto (C) - traçarmos uma reta (C)(F) paralela a 
reta (A)(B) dada, os traços dessa outra reta de perfil (C)(F) 
devem se situar sobre os traços correspondentes do plqno (B) 
Efetivamente isso ocorre, como se ve na OPU onde V3 e Hs 
que são os traços de (C)(F) estão sobre Bn'e Bm respectivamen 
te. 


1690 Conhecidos o ponto (M) e a reta (A)(B), pede-se construir, sem utilizar tra 
ços de planos, uma reta por (M) que seja paralela ao (Bi ) e perpendicular 
a (A)(B) 
(M [0;3;4] 


COMEM E 
e) [4;1;0] 
SOLUÇÃO: (fig. 436) 


É suficiente traçar por (M), um plano perpendicular a (A)(B)e 
determinar sua interseção com o A reta que passando por 
(M) seja paralela a essa interseçaô, resolve o problema. 
Traça-se a horizontal (M)(C), auxiliar, em que a projeção MC 
e perpendicular a projeção AB, situando-se C! sobre a parale- 
la à linha de terra traçada por M'. 

Da mesma forma traça-se a frontal (M)(D) em que aprojeção M'D' 
e perpendicular a projeção A'B!', situando-se D sobre a pa 
ralela a linha de terra traçada por M. O plano definido por 
essas duas auxiliares, horizontal (M)(C) e frontal (M)(D), e 
o plano perpendicular a reta dada, do qual entretanto, por im 
posiçao dos dados, não se pode achar os traços. 

Para determinar sua interseção com o(B. ) é suficiente achar 
os pontos (E) e,(F) que pertençam ao bissetor considerado; as 
sim, marca-se M1 com o mesmo afastamento de (M) e a reta de 
projeções CM, CM1 č do bissetor e que intercepta M'C' no seu 
prolongamento em E' que da E sobre o prolongamento de MC. 
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Da mesma forma, murca-se My com a mesma cota de (M), e, a re- 
ta de projeções D'M', D'My é do bissetor e intercepta DM em F 
que farnece F' sobre D'M'. Entao (E)(F) é a interseção procu- 
rada e por (M) traça-se a reta (r) paralela a essa interseção 
e que é a solução. 


Fig. 436 


1700 Traçar por uma reta (A)(B) dois planos, sendo um perpendicular ao( 8 Je 
outro perpendicular ao (Bp) , 


(A) [1;2;3,5] B) [4;1;-2] 


SOLUÇÃO: (fig. 437) 


Como ja se sabe, para se traçar por uma reta um plano perpen- 
dicular a outro, tomamos sobre (A)(B) um ponto qualquer, (A) 
por exemplo, e por ele traçamos.a reta de perfil (A)(C) per- 
pendicular ao CÊ X, ou seja, reta com segmentos iguais em gran 
deza e mesmo sentido. 
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Temos assim um plano definido por duas retas concorrentes 
(AJ(B) e (A)(C) que é o piano (a) , de traçosane ar! simétri 
cos em relação a linha de terra, pois o plano (a) E perpendi- 
cular aolB 3 à 

Também pelo ponto (A), traça-se outra reta de perfil perpendi 
cular ao Bp 5; é suficiente tomar um segmento (A)(D), com 
segmentos iguais em grandeza mas de sentidos contrários. Te- 
mos assim outro plano definido pelas retas concorrentes(A)(B) 
e (A)(D), que ë o plano (B) de traços em Linha reta pois é 
perpendicular do (Bç). 


Fig. 437 


302 PRINCIPE 


171 o Dá-se um plano definido pela reta de máximo declive (A)(B) e outro definido 
pelas retas (C)(D) e (D)(E) . Pede-se: 

a) as projeções da reta que, contida no plano definido pela 
reta (A)(B), passa pelo ponto (F) da reta (A)(B) e é para- 
lela ao plano das retas (C)(D) e (D)(E). (Operar sem deter 
minar traços de planos); 

b) em outra épura, dar os traços do plano que contendo a 
reta (A)(B), é perpendicular ao plano das retas (C)(D) e 
(D)(E). 


(A) [1;3;0] (D) [8;1,5;3] 
e) [54178] €) [10;1;0] 
©) [7;3;1] E) [3; 72; 7] 


SOLUÇÃO: (fig. 438 e 439) 
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Item a: (fig. 438) 


Sendo uma reta paralela a um plano quando for paralela a uma 
reta desse plano, determina-se a interseção dos planos defi- 
nidos pela reta de maximo declive e pelas retas concorrentes 
Toda reta que for paralela a essa interseção, sera paralela 
ao plano das retas (C)(D) e (D)(E). 

Entao, com auxilio dos planos horizontais auxiliares (a) e(B) 

determina-se a interseção ja mencionada, que é a reta (I)(I j; 
pelo ponto (F), traça-se a reta (r) paralela a (I) (I1) gue É 
a solução. Í 


Item b: (fig. 439) 


Sendo um plano perpendicular a outro quando contém uma reta 
que lhe seja perpendicular, basta traçar por um ponto qual- 
quer de (A) (B), uma reta perpendicular ao plano das retas 
(C)(D) e (D){E). As duas retas assim concorrentes definirão um 
plano e que sotuctona a questão. 
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Traça-se então uma horizontal (C)(G) e uma frontal (E)(M) do 
plano das retas (C)(D) e (D) (E). Pelo ponto (F) dado, sobre 
“(A)(B), traga-se uma reta perpendicular ao plano das retas,ou 
seja, projeção horizontal FV] perpendicular à projeção de mes 
mo nome CG, e prôjeção vertical F'V] perpendicular à proje- 
ção de mesmo nome M'E'. O plano La) que passar pelos traços 
das duas retas (A)(B) e (F)(Vj), soluciona o problema, visto 
conter (A)(B) e ser perpendicular ao plano (C)(D)(E). 


1726 Traçar uma reta qualquer que se apoie em duas retas dadas (A)(B) e (A)(C) 
possue cota e afastamento de todos os seus pontos na relação 1/2. 


(A) [2,5;5;4] 
(8) [0;3;1] 
ico [55755532] 


SOLUÇÃO: (fig. 440) 


A reta pedida tem que estar contida em um plano tm! (D) onde 
o ponto (D) deve possuir cota e afastamento na relação dada. 
Devendo a reta pedida apoiar-se em. (A)(B) e-(A)(C), a retas 
Lução sera obtida unindo-se os pontos em que CA) (B) e - (AJ (C 
furam o plano nm" (D). 

Traça-se um plano auxiliar (a), de perfil e sobre ele, arbi: 
trariamente, um ponto (D) ra relação dada de afastamento te 
gual a duas vezes a cota. 4 reta (T)(D7) é a interseção doplu, 
no (a)de perfil, com o plano definido pela linha de terra e 
ponto (D). i 

Efetuando-se o rebatimento, têm-se em (M1) e (N1) os pontos on 
de (T)(D1) intercepta as retas (A1)(B1) e (A1)}(C1) os quais, 
desfeito ó rebatimento, fornecem M' sobre A'B' que da M sobre 
AB e N’ sobre A'C! que da N sobre AC. Unindo-se esses dots pon 
tos, tem-se na reta (M)(N) a solução, cujas projeções são MN, 
M'N’ onde qualquer ponto dela estã na relação dada. 
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ar’ 


TET” 


Fig. 440 
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e Exercícios propostos 


e Determinar as proje ções de um ponto simétrico de um ponto (A): 
a) em.relação ao plano(T); 
b) em relação ao( E 5 Je 


gir“ 
[2-3 
Il o Determinar um ponto simétrico do ponto (A) em re lação à linha de terra. 


(A) [0;2;3] 


Ill e — Conhecidas as projeções de um ponto (A), pede-se: 
a) determinar as projeções de seu simétrico em relação à linha 
de terra; 
b) determinar as projeções de seus simétricos em relação aos 
planos bissetores. 


(A) [4;2;3] 


IV e Sobre a reta (A)(B), determinar um ponto de afastamento igual ao dobro da co 
ta. 


(A) [25451] 


Ei 


(6) [8;1,5;4,5] 


Voe Determinar uma reta frontohorizontal distante duas unidades do plano (1! )e 
que pertença ao plano paralelo à linha de terra que contêm a reta (C)(D). 


C [321748] 
(D) [57840] 


VI o Determinar uma reta que contenha o ponto (A) e que seja paralela ù reta 


BJ(C). 
VEME (A) [1;2;3] 


B) [6;3;-2] 
C) [6; -4;3] 
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VII e 


VIII o 


XI e 


XII è 


Determinar os traços da reta (A)(B) e as projeções de um ponto (C) sabendo-se 
que ele pertence à reta. 


(A) [2;-3;0] 
(Bh d24 4d] 
C [2:74 97] 


Rr os traços do plano definido pelas retas (A)(B) e (C)(D). Explicar o re- 
sultado. 


(Ay E 31,5 74] 
(B) [6;4,5;2] 


(co) [3;-4;-1,5] 
(D) [6;-2;-4,5] 


Construir uma reta que encontre duas outras (A)(B) e (C)(D) e que tenha as co 
tas e afastamentos de todos os seus pontos, na relação 2/5. o 


A) [7;855 08] (Cien 3d; 1,5] 


(B) [4;0,5;2] 0) [5;1;45] 


Determinar a reta que passando pelo ponto (E), encontre as retas (A)(B) e 
CMB qm [4858] (D) [7;152] 

Bj [275479 E) [4;3;-1] 

(CO) [3:;1;2] 


Determinar uma reta (A)(B) que seja paralela ao (8) e o seu traço sobre o 
plano definido pela linha de terra e o ponto (M) 


(A) [2;2;3] 
(B) [5;2;5] 
M [8;1;2] 


Traçar por um ponto dado (M) uma reta que passe pelo ponto de concur- 
so de duas retas dadas (A)(B) e (C)(D), sabendo-se que esse ponto está si- 
tuado fora dos limites da êpura. 


(A) [5;1,5;4] 
B) [5;4;1] 
C) [8;2;4] 


D) [11;5;1.] 
(M) [7; 4; 25] 
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XIII e Traçar uma reta que, alêm de se apoiar em duas outras dadas (A)(B) e (C)(D), 
enconire a linha de terra, e possui as cota e os afastamentos de todos os seus 
pontos, na relação 3/5. 


(A) [23148] 
(8) [5;3;1] 


C) [6;1;2] 
Dj [10,572] 


XIV e Sendo dadas as retas (A)(B) e (C)(D) cujas projeções de nomes contrários 
coincidem, pede-se: 
a) mostrar que elas são simétricas em relação ao( fp ); 
b) os traços do plano definido pelas retas. p 


(A) [2;2;0] (C) [2; 0; -2] 
(8) [6; 0,5; 4] (D) [ 6; -4; -0,5 ] 


XV e Conhecida a projeção horizontal da reta (A)(B) assim como a projeção ver 
tical do ponto (B), determinar a projeção vertical da reta (A)(B), sabendo-se 
que (A)(B) é paralela ao plano 77 "(M) 


A) [6;1;?] 
(B) [9;3;4] 
(M) [ 4; 2,5;2] 


XVI e Dão-se dois planos, sendo um definido pela linha de terra e o ponto (M) e 
o outro, vertical que contém a reta (A)(B). Pede-se construir uma reta que 


seja paralela a esses dois planos e se apoie em duas retas dadas (C) (D). e (E)(F). 


(M) [10;3;2] 
(A) [7;1;2] 
(B) [9;2;1] 
C) [2;0;25 


(D) [4;2;0] 
E) [14;2;1] 
6 [16;0;0] 


XVII e Determinar o traço horizontal de um plano, conhecendo-se o seu traço ver 
tical paralelo “a linha de terra e de cota igual a 2 e um ponto (A) do pla 
no. 


o [01521] 
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XVII e Dado um plano (a) que contêm o ponto (T) pede-se: 

a) uma reta de máximo declive do plano que passa por um pon 
to (M) do plano; E 

b) sobre a reta de máximo declive do item anterior, determinar 
um ponto de cota negativa e afastamento positivo, dizendo 
quais os diedros atravessados pela mesma; 

c) um ponto do plano'(a )de cota igual a 5 e afastamento i- 
gual a 6 cm. 


(M) [4;2;?] ar! = 1359 
m [82020] ar = -709 


XIX e Determinar a interseção de um plano definido pelos pontos (A), (B) e (C) 
com o definido pela linha de terra e o ponto (M) 


(A) [5;0;1] C) [9:074] 
B) [6,5;3;2] (M) [12; 2,5; 3,5] 


XX e Dado um plano definido pela sua reta de máximo declive (A)(B), pede-se 
determinar sua interseção: 


a) com o plano definido pelos pontos (C), (D) e (E); 
b) com o plano mm ' (M). 


(A) [0;3;0] 
œe) [2;1;2] 
(CO) [7;1;2]) 


(D) [10;4;4] 
Œ) [13;2;-3] 
(M) [-2;3;2] 


XXI e Em épuras distintas, determinar a interseção do plano (a) que contêm o 
ponto (J) com cada um dos seguintes planos: 
a) frontal de afastamento 4; 
b) horizontal de cota 5; 
c) de topo que contêm os pontos (A) e (T) 


O [9;0;0] am "= 1509 
Mm 

(A) [2;0;3] am = -609 

m [4;0;0] 


310 PRINCIPE 


XXII e -Dado um plano definido pela sua reta de máximo declive (A)(B), pede-se: 
a) os traços do plano; 
b) uma horizontal desse plano de cota negativa, igual a -3; 
c) os traços de um plano que, passando pelo ponto (M), seja 
perpendicular ao plano dado e contenha uma paralela a 
(A)(B) passando por (M). 


(A) [4;1,5; 0,5] 
(B) [6;0,5;3] 
(M) [10;2;2] 


XXIII e São dados dois planos: um, definido pela reta de máximo declive (A)(B) e ou 
tro, representado pelas retas (C)(D) e (D)(E). je 
a) as projeções de uma reta que, contida no plano definido 
por (A)(B), passe pelo ponto (F) de (A)(B) e seja paralela 
ao plano das retas (C)(D) e (D)(E). (Operar sem recorrer 
aos traços dos planos); 

b) determinar, em outra êpura, as projeções do ponto em que 
a reta encontrada no item anterior, fura o By , as- 
sim como as projeções de outro ponto da referida reta, cu- 

ja cota e afastamento estejam na relação 2/3. 


(A) [4;3;0] (D) [16;1;3] 
(B) [9;-1;3] (E) [17;2;0] 
©) [1572341] F) [6729797] 


XXIV e Por uma reta (A)(B), traçar um plano perpendicular a um plano determinado pe 
la linha de terra e o ponto (C). Achar a interserseção dos dois planos. 


(A) [0;2;3,5] 
(B) [-2;1,5;3] 
(C) [0; 4; 2,5] 


XXV e Por uma reta (A)(B), traçar um plano perpendicular ao plano rr ' (M). 
(A) [3;1,5;2] 
(8) [6;3;4] 
M [6;4;2] 
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XXVI e Por uma reta (A)(B), traçar um plano perpendicular ao plano de perfil (a), 
que contém o ponto (K). 


(A) [1;3;4] 
(B) [4;0,5;7] 
K) [5;0; 0] 


XXVII e Achar o traço da fronto horizontal que contém o ponto (A), no plano definido 
pelos pontos (B), (C) e (D). 


(A) [2;2;4] C) [9,476] 
(B) Sety] D) [7;0;2] 


XXVIII e Dados, o plano (a ) que contêm o ponto (J) e é perpendicular ao [Bp Je a 
reta (A)(B) paralela ao (Bp) , determinar o traço da reta no plano. 


(J) [5;0;0] (B) [8;?;1] 
a) [2;3;4] an ' =300 


XXIX ə Achar a interseção de uma reta (A)(B) com o plano (a )paralelo à linha de ter 
ra A 4;1;4] am'=5 
B) 7,5;0;2,5] am =2,5 


XXX e Por um ponto (M) de sma reta de perfil (A)(B), traçar uma horizontal que en 
contre o plano vertical a 3 cm do ponto (A) 


M [4;?; 1,5] 
(A) [4;0; 3,5] 
e) [?;-0,5; 2,5] 


